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RESUMO
Neste trabalho estudamos a Teoria r-inclinante introduzida por Adachi, lyama e Reiten 
em 2013, como uma generalização da Teoria Inclinante Clássica (HR82). É bem conhe­
cido que um módulo inclinante quase completo nem sempre possui dois complementos 
a módulos inclinantes. Em (AIR14), os autores criaram um ambiente que de certa forma 
contém os módulos inclinantes quase completos, no qual cada objeto, chamado de 
par de suporte T-inclinante, possui exatamente dois complementos. Nosso principal 
objetivo é relacionar esses objetos definidos em certas álgebras A, B ,C  e R quando R 
é um produto fibrado dos epimorfismos A — > B e C  — y B.
Palavras-chaves: Teoria inclinante, teoria r-inclinante, epimorfismos de álgebras.
ABSTRACT
In this work we study the r-tilting theory introduced by Adachi, lyama and Reiten in 2013, 
as a generalization of the Classic Tilting Theory (HR82). Is well known that a almost 
complete tilting module does not always have two complements to tilting modules. In 
(AIR14), the authors created an environment that contains the almost complete tilting 
modules in which each object has exactly two complements, these objects are called 
support r-tilting pairs. Our main goal is to relate these objects defined in algebras A, B, 
C and R when R is a pullback of epimorphisms A — > B e C  — > B.
Key-words: Tilting theory, r-tilting theory, epimorphisms of algebras.
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NOTAÇÕES BÁSICAS
Abaixo listamos as principais notações usuais utilizadas no texto.
a = b os termos (números, conjuntos, elementos, etc.) a e b são iguais
a = b o termo a é  igual ao termo b por definição
a ^ b  o termo a é diferente do termo b
a ^ b  o inteiro a é menor ou igual ao inteiro b
a^-b o inteiro a é maior ou igual ao inteiro b
a + b soma dos elementos a e b
a - b  diferença entre os elementos a e b
(a, b) par ordenado com primeiro termo a e segundo termo b
a c  A a é  elemento do conjunto A
0  conjunto vazio
A c  B A é  subconjunto do conjunto B
A c  B o conjunto A contém o conjunto B
A Ç B A é  subconjunto próprio do conjunto B
A ^ B o conjunto A contém propriamente o conjunto B
A U  B união disjunta dos conjuntos A e  B
A x B produto cartesiano dos conjuntos A e  B
An produto cartesiano A x  A x  ■■■ x A { n  vezes)
A u B união dos conjuntos A e  B
A n B  interseção dos conjuntos A e  B
A \ B  o conjunto dos elementos de A que não são elementos de B
#(A) cardinalidade do conjunto A
f  : A — > B função de domínio A e contradomínio B 
f (x )  avaliação da função /  no elemento x (do domínio de / )
g o f  (ou gf)  composição das funções f  e g
A 3 a -f* b e B relação biunívoca entre os elementos do conjunto A e os elementos do
conjunto B
P ^ q  as sentenças p e q  são equivalentes
p q a sentença p implica a sentença q
k corpo algebricamente fechado
N conjunto dos números naturais
Z conjunto dos números inteiros
C conjunto dos números complexos
V ® W soma direta dos espaços vetoriais V e W
V/W espaço vetorial quociente de V por W
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INTRODUÇÃO
A Teoria Inclinante Clássica começou a surgir nas décadas de 1970 e 1980 no 
contexto das categorias de módulos sobre álgebras de dimensão finita e atualmente se 
faz útil para o estudo de diversas áreas da Matemática como, por exemplo, teoria de 
grupos finitos, geometria algébrica, topologia algébrica, teoria cluster, entre outras.
Esta teoria começou a ser delineada no ano de 1973 por Bernstein, Gelfand e 
Ponomarev no estudo do Teorema de Gabriel utilizando determinados funtores. Gabriel 
mostrou em 1972 que uma álgebra de caminhos kQ (onde Q é um quiver finito e 
k um corpo algebricamente fechado) admitir uma quantidade finita de (classes de 
isomorfismo de) módulos indecomponíveis é equivalente ao grafo subjacente do quiver 
Q ser um dos diagramas Dynkin A n, D „, E6, E7 ou E8. Ainda mais, nesse caso as 
classes de isomorfismo de módulos indecomponíveis estão em bijeção com as raízes 
de uma álgebra de Lie semissimples. Na tentativa de entender este problema, Bernstein, 
Gelfand e Ponomarev forneceram uma outra prova do Teorema de Gabriel explorando 
técnicas relacionadas ao estudo da construção das raízes do grupo de Weyl associado, 
mostrando que todos os módulos indecomponíveis podem ser construídos a partir de 
módulos simples. Nesse artigo são definidos os funtores de Coxeter (que são funtores 
de reflexão, ver (Mar80) por exemplo) e mais adiante alguns objetos que são a “primeira 
versão” de um módulo inclinante que podemos encontrar.
Em 1979, a construção de módulos indecomponíveis através dos funtores 
de reflexão foi generalizada no artigo (APR79), onde surgiram casos particulares de 
módulos inclinantes, que ainda não eram chamados dessa forma. Supondo que a 
álgebra A admite um módulo simples S = eA projetivo e não injetivo, define-se o 
módulo T = t~S © (1 -  e)A e a álgebra de endomorfismos B  =  End^T (onde r é o  
funtor inverso à translação de Auslander-Reiten). O funtor Horru(T, - )  pode ser usado 
para comparar as categorias modA e mod B.
Uma outra contribuição efetiva para o desenvolvimento da Teoria Inclinante foi 
dada por Brenner e Butler (BB80) com a axiomatização da noção de módulo inclinante 
(ainda não utilizando essa nomenclatura), e a equivalência entre certas subcategorias 
de mod A e mod 5  para B =  End^T em geral. Nesse artigo ainda é exibido o Teorema de 
Brenner-Butler que mostra que se TA é um A-módulo inclinante e B = EndA(TA) então 
bT  também é um 5-módulo inclinante e A = EndB{BT). Dizemos que uma álgebra 
B é inclinada se existe um módulo inclinante T  sobre uma álgebra hereditária A tal 
que B = EndAT, isto é, B é a álgebra de endomorfismos de T. Estas noções são 
importantes pois permitem estudar algumas propriedades da álgebra B, através das
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propriedades da álgebra A.
O conjunto de axiomas dos módulos inclinantes foi aperfeiçoado e simplificado 
por Happel e Ringel em (HR82) considerando os funtores Ext\(T, - )  e fornecendo a 
definição que conhecemos hoje:
Um módulo T  é dito inclinante parcial se T  não possui auto-extensões (isto é, 
satisfaz Ext\{T, T) =  0) e se sua dimensão projetiva é tal que dp T  ^  1. Se além disso 
existem dois módulos T0 e Tu cujos somandos diretos são também somandos diretos
de T  e que formam uma sequência exata 0 ------ > A  > T0  >  > 0,
então T  é dito módulo inclinante.
Se T  é um módulo inclinante parcial, podemos mostrar que T  é inclinante 
se, e somente se, \T\ = \A\, onde |T| denota a quantidade de somandos diretos 
indecomponíveis de T  não isomorfos entre si. Além disso, em (HR82) podemos ver de 
forma mais forte a relação entre pares de torção, pares de torção cindidos e módulos 
inclinantes.
Todo módulo inclinante parcial pode ser completado a um módulo inclinante, 
isto é, se N  é um módulo inclinante parcial, existe um módulo E  de tal forma que 
N  © E  é um módulo inclinante. O processo de completar módulos inclinantes parciais é 
denominado de complemento de Bongartz (Teorema 2.14, (Bon81)).
No final dos anos 90, Riedtmann-Schofield e Unger ((RS91), (Ung90)) mostra­
ram que um módulo inclinante básico quase completo, isto é, um módulo inclinante 
parcial T  que satisfaz \T\ = \A\ -1 ,  pode ser completado a um módulo inclinante básico 
de, no máximo, duas formas distintas. Além disso, mostrou-se também que existem 
exatamente duas formas de completar o módulo inclinante básico quase completo T  a 
um módulo inclinante básico se, e somente se, T  é um módulo fiel.
Seja tilt^4 a subcategoria plena de modA formada pelos módulos inclinantes 
básicos sobre a álgebra A. É possível definir um quiver Q(tilt^4) cujo conjunto de 
vértices é o conjunto dos módulos inclinantes básicos e onde há uma flecha 7\ — > T2 
sempre que existir um módulo M, de tal forma que 7\ =  M®X, T2 = M@Y, com X  e Y
indecomponíveis, e uma sequência exata 0  ► X   ► M'  > Y -----> 0.
Este quiver define uma ordem parcial em tilt^4 da seguinte forma: definimos que 
M i ^  M2 se existe um caminho Mi ->••••->• M2 no quiver Q(tilt^4). Neste caso 
dizemos que um módulo inclinante é mutação do outro. Esta definição consegue 
recuperar, sob determinado aspecto, a ideia de mutações para as álgebras cluster (ver 
por exemplo (Rei10)).
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Esta propriedade pode ser reformulada para a álgebra original considerando 
os módulos de suporte inclinante que nada mais são do que módulos inclinantes sobre 
quocientes da forma A/(e) onde e e  A é um idempotente da álgebra A. Com isto 
temos uma generalização razoável para a existência de dois complementos para o 
caso inclinante básico quase completo. Porém esta generalização é válida apenas para 
o caso hereditário, ou seja, para o caso de uma /c-álgebra de dimensão finita qualquer 
essa generalização não é válida.
Sabemos que mesmo para uma álgebra hereditária kQ (onde Q é um quiver 
sem ciclos) nem todos os módulos inclinantes básicos quase completos são fiéis. 
Desta forma, nem todos os módulos inclinantes básicos quase completos possuem 
exatamente dois complementos. Desde então diversas tentativas para “corrigir” esta 
condição têm sido realizadas. Por exemplo em (BMRRT06) define-se a categoria cluster 
CQ para uma álgebra hereditária kQ, onde temos objetos cluster-inclinantes (cluster- 
tiltings) que possuem exatamente dois complementos. Este fato pode ser generalizado 
para categorias 2-Calabi-Yau, como pode ser visto em (IY08).
Uma das tentativas de generalizar a “duplicidade de complementos” é flexibilizar 
a exigência de dimensão projetiva menor ou igual a 1 por uma condição de finitude da 
dimensão projetiva, como pode ser visto em (Hap88) e (Miy86). Esta generalização 
não satisfaz as propriedades que queremos generalizar.
Outra possível generalização dos módulos inclinantes utiliza a categoria deri­
vada da álgebra A definindo os complexos tiltings e siltings. Pode-se mostrar que os 
complexos siltings quase completos (que nessa generalização são os equivalentes 
aos módulos inclinantes quase completos da teoria inclinante clássica) não possuem 
exatamente dois complementos, e em alguns casos podem possuir uma quantidade 
infinita de complementos (ver (Aih13) e (AI12)).
Recentemente, Adachi, lyama e Reiten introduziram o conceito de Teoria r-  
inclinante em (AIR14). Um módulo r-rígido é um módulo M que satisfaz HomA(M, tM ) = 
0. Módulos r-inclinantes são módulos r-rígidos que possuem |̂ 4| somandos indecom- 
poníveis não isomorfos dois a dois. As Fórmulas de Auslander-Reiten (Proposição 
3.6) permitem mostrar que módulos inclinantes parciais são módulos r-rígidos. Desta 
forma módulos inclinantes são módulos r-inclinantes (Teorema 3.9), uma vez que para 
um módulo inclinante M temos que \M\ = \A\. Isto que mostra que o conceito de 
módulo r-inclinante generaliza o conceito de módulo inclinante. Em (YX16), Yang e 
Xu mostraram que esses conceitos coincidem para uma álgebra hereditária e, mais 
ainda, que esse fato caracteriza a classe das álgebras hereditárias (ver Seção A.1 do 
Apêndice).
Um módulo de suporte r-inclinante é um módulo para o qual existe um idem-
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potente e e i d e  forma que M é um (A/(e))-módulo r-inclinante. É fácil ver que os 
módulos r-inclinantes são módulos de suporte r-inclinante, e além disso, M é um 
(^4/(e))-módulo r-rígido, se e somente se, M é um A-módulo r-rígido. Isso permite 
buscar por módulos r-rígidos em quocientes da álgebra A da forma A/(e). Em (Ada16), 
Adachi usa esse conceito para construir um algoritmo que permite classificar e construir 
todos os módulos r-inclinantes sobre uma álgebra da Nakayama (ver Seção A.2 do 
Apêndice).
Os módulos r-inclinantes generalizam o conceito de módulos inclinantes com 
relação a existência de idempotentes no anulador do módulo M, ou seja, enquanto 
módulos inclinantes são fiéis (e portanto sinceros), os módulos r-inclinantes são 
sinceros. Além disso, um módulo r-inclinante é fiel se, e somente se, é um módulo 
inclinante (Proposição 3.24 e Corolário 3.25).
Um módulo inclinante parcial satisfaz a condição \M\ ^  \A\. Podemos mostrar 
que os módulos r-rígidos também satisfazem esta condição. Cada módulo r-rígido pode 
ser completado a um módulo r-inclinante por um processo também chamado de com­
plemento de Bongartz (Teorema 3.29). Um módulo r-rígido é dito módulo r-inclinante 
quase completo se \M\ = \A\ -  1. Pode-se ver que um módulo r-inclinante quase com­
pleto possui dois complementos se, e somente se, é sincero. Esta condição generaliza 
a propriedade análoga dos módulos inclinantes do ponto de vista de que um módulo 
inclinante possui dois complementos se, e somente se, são fiéis. Com estes complemen­
tos podemos construir o quiver Q(r-tilt^4) dos módulos r-inclinantes básicos através 
da ordem parcial definida no conjunto r-tiltA  dos ^4-módulos r-inclinantes dada por
T  < T  FacT c  FacT'.
Esta mesma ordem parcial pode ser estendida para os módulos de suporte r-inclinante, 
determinando um quiver Q(sr-tiltA). Vemos que o quiver Q(tiltA) é um subquiver pleno 
de Q(r-tilt^4), que por sua vez é um subquiver pleno de Q(sr-tiltA).
Um par de suporte r-inclinante é um par ordenado de A-módulos (M, P) onde 
M é um ,4-módulo r-rígido, P é um ^4-módulo projetivo e HomA(P,M) =  0. Dize­
mos que um par r-rígido (M, P) é de suporte r-inclinante (respectivamente, quase 
completo) se satisfaz \M\ +  |P| =  \A\ (respectivamente, \M\ + \P\ = \A\ -  1). Ve­
mos que os conceitos de pares r-rígidos, de suporte r-inclinante e de suporte r-  
inclinante quase completo generalizam, respectivamente, os conceitos de módulos 
r-rígidos, r-inclinantes e de suporte r-inclinante. Outra generalização estabelecida 
pelos pares de suporte r-inclinante é que cada par de suporte r-inclinante possui 
exatamente dois complementos, independente da sinceridade ou fidelidade dos mó­
dulos envolvidos. Desta forma construímos o grafo de pares de suporte r-inclinante 
V(sT-t\\tÁ), onde arestas ligam dois pares de suporte r-inclinante que possuem como 
somando direto um par de suporte r-inclinante quase completo em comum. Mostra­
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mos que o grafo V{sr-t\\tA) é n-regular (Proposição 4.20) e, além disso, é o grafo 
subjacente do quiver Q (sr-tilty l) (Proposição 4.41). Este quiver é construído de tal 
forma que é possível exibir as características dos complementos de um par de suporte 
r-inclinante quase completo baseando-se nos módulos simples que aparecem nas 
séries de composição dos módulos que constituem esse par.
Contribuição deste trabalho
Neste trabalho estamos interessados em estabelecer relações nas teorias 
inclinantes e nas teorias r-inclinantes de duas álgebras A e B  que estejam envolvidas 
em um epimorfismo A — > B,  tais que existe um idempotente e e A tal que B  =  A/(e).  
Aqui comparamos principalmente os quivers Q(sr-tiltA) e Q(sr-tilt5) (e seus grafos 
subjacentes) e o que ocorre com os módulos T-inclinantes nas álgebras A e B  quando 
estas estão envolvidas em um epimorfismo de álgebras A — > B.  Em particular, quando 
R é  o produto fibrado dos epimorfismos A — > B  e C  — > B  estabelecemos relações 
entre os quivers Q(sr-tilt^4) e <2(sr-tilt<7) com o quiver Q(sr-t\\tR). O objetivo deste 
trabalho é procurar um método natural de construir todos os módulos de suporte r-  
inclinante da álgebra R conhecendo apenas os módulos de suporte r-inclinante de A, 
B  e C .  Este problema ainda não foi concluído.
Com esse objetivo destacamos abaixo os principais resultados que obtivemos. 
Um dos casos mais simples de tentar responder a questão que originou nosso trabalho 
é observar o que ocorre com o grafo V(sT-t\\tA) e o quiver Q (sr-tilty l) quando A é uma 
álgebra de tipo finito. Neste sentido temos o nosso primeiro resultado:
Teorema A (Proposição 5.1): Uma álgebra A possui somente uma quantidade finita 
de módulos T-rígidos básicos se, e somente se, o quiver Q (s r-tiltA) é finito.
Desta forma podemos mostrar que álgebras de tipo (de representação) finito 
possuem o quiver Q(sr-tiltA) e o grafo V{sT-t\\tA) finitos. Neste caso mostramos uma 
relação entre a quantidade de módulos de suporte r-inclinante e a quantidade de pares 
de suporte r-inclinante quase completos.
Teorema B (Teorema 5.4): Se A é de tipo finito e s é a quantidade de pares de suporte 
r-inclinante quase completo então #(sr-tilt^4) • \A\ =  2s.
Também mostramos neste trabalho que se A — > B  é um epimorfismo de 
álgebras então podemos comparar os grafos (e quivers) associados aos pares de
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suporte r-inclinante (e módulos de suporte r-inclinante) através do seguinte teorema:
Teorema C (Proposição 5.10 e Teorema 5.12): Se A — > B é um epimorfismo de 
álgebras então:
(1) V(sr-t\\tB) é um subgrafo de V(sr-M\\x.A)\
(2) Q(sr-tiltS) é um subquiver de Q(sr-tilt^4).
Sejam A — > B  e C — > B  dois epimorfismos de álgebras. Na categoria das 
fc-álgebras básicas de dimensão finita é possível construir o produto fibrado destes 
epimorfismos. Podemos construir o produto fibrado do tipo árvore destes epimorfismos, 
cujas classes de módulos indecomponíveis satisfazem ind R =  ind A u ind C e ind B  = 
ind A n ind C (ver (BCW15)). Com isso podemos nos questionar se é possível construir 
todos os pares de suporte r-inclinante de R  a partir dos pares de suporte r-inclinante 
de A, B  e C, como vemos no teorema seguinte:
Teorema D (Teorema 5.29): Se A — > B  e C  — > B  são epimorfismos de álgebras com 
R o produto fibrado árvore orientado então:
(1) V{sr-t\\tB) está em bijeção com subgrafos de V{sr-t\\tA) e 'P (sr-tiltC ), de forma
que Q(sT-t\\tB) = <3(sr-tiltj4) n Q(sr-tilt(7);
(2) V(sr-ü\tA) e ^ (s r - t iltC )  são finitos se, e somente se, V(sr-ü\tR) é finito;
(3) Q (sr-tilti? ) ^  Q (sr-tiltA ) U Q (sr-tiltC ).
Organização do Trabalho
No Capítulo 1 apresentamos algumas definições básicas para o estudo da 
categoria de módulos finitamente gerados à direita mod A  onde A é uma fc-álgebra 
básica de dimensão finita e fcé u m  corpo algebricamente fechado, as quais podem 
ser descritas como quocientes de álgebras de caminhos. Destacamos também alguns 
funtores definidos em mod A que são relevantes para o nosso trabalho.
No Capítulo 2 destacamos alguns resultados da Teoria Inclinante Clássica que 
servem como motivação para as generalizações que aparecem nos demais capítulos. 
Em especial, o complemento de Bongartz ((Bon81)) e o fato de que nem todo módulo 
inclinante quase completo possui dois complementos são abordados nesse capítulo.
17
O Capítulo 3 é dedicado a uma primeira generalização para a Teoria Inclinante, 
introduzida em (AIR14), que é a Teoria r-lnclinante. Na primeira seção deste capítulo 
definimos os módulos r-inclinantes. Na segunda seção enunciamos as fórmulas de 
Auslander-Reiten e mostramos que módulos inclinantes são módulos r-inclinantes, 
evidenciando que o conceito de módulo r-inclinante generaliza o conceito de módulo 
inclinante. Na Seção 3.3 mostramos como se relacionam os módulos r-rígidos e 
algumas classes de torção (ver Proposição 3.11, e Corolários 3.12 e 3.13). Ainda nesta 
seção vemos como se relaciona a quantidade de somandos indecomponíveis não 
isomorfos de um A-módulo r-rígido, que módulos r-inclinantes são sinceros (Proposição 
3.21) e que módulos r-inclinantes são fiéis se, e somente se, são inclinantes. Por fim, 
na Seção 3.4 mostramos que cada módulo r-rígido pode ser completado a um módulo 
r-inclinante, generalizando o complemento de Bongartz para módulos inclinantes.
No Capítulo 4 apresentamos um estudo sobre os pares de suporte r-inclinante 
associados a uma A;-álgebra A. Vemos na Seção 4.1 os conceitos de pares r-rígidos 
e de suporte r-inclinante mostrando que estes conceitos generalizam o conceito de 
módulo r-rígido e módulo de suporte r-inclinante. Na segunda seção mostramos a 
ideia de complemento de par de suporte r-inclinante quase completo, e mostramos 
que cada par de suporte r-inclinante quase completo possui exatamente dois comple­
mentos. Esta forma de completar os pares de suporte r-inclinante quase completos 
generaliza os complementos que são feitos para os módulos inclinantes e para os 
módulos r-inclinantes. Na terceira seção definimos as mutações de pares de suporte 
r-inclinante e um grafo cujos vértices representam os pares de suporte r-inclinante e 
as arestas representam estas mutações. Na Seção 4.4 mostramos algumas proprie­
dades acerca dos complementos, principalmente com relação à forma como obtemos 
os dois complementos para os pares de suporte r-inclinante quase completos. Por 
fim, na quinta seção, mostramos uma relação entre o quiver dos módulos de suporte 
r-inclinante e o grafo dos pares de suporte r-inclinante.
O último capítulo é dedicado a parte original do trabalho no qual discutimos 
os Teoremas A, B, C e D. Neste capítulo buscamos observar quais as relações entre 
os módulos de suporte r-inclinante e pares de suporte r-inclinante das álgebras A, B 
e C e o produto fibrado dos epimorfismos A — > B e C — > B. Para isto começamos 
observando na Seção 5.1 quais as relações entre a quantidade de yl-módulos r- 
rígidos e de suporte r-inclinante e a finitude do grafo V{sr-t\\tA) e do quiver Q(sr-tilt^4) 
(Proposição 5.1 e Teorema 5.4). Na Seção 5.2 analisamos como o epimorfismo de 
álgebras A — > B induz uma inclusão do grafo P (sr-tiltS ) no grafo 'P(sr-tiltA) e uma 
inclusão do quiver Q(sr-t\\tB) no quiver Q(sr-tilt^4). Na terceira seção definimos o 
conceito de produto fibrado de epimorfismos A — » B e C — > B e utilizamos as 
inclusões da Seção 5.2 para obter inclusões no caso dos produtos fibrados. Na última
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seção usamos o caso particular do produto fibrado árvore orientado R de epimorfismos 
A — y B e C — > B, cujas classes de módulos indecomponíveis satisfazem ind R =  
ind A u ind C e ind B = ind A n ind C, para relacionar os quivers Q(sr-t\\tA), Q ( s r - t i l t - B ) ,  
Q ( s T - t i l t C )  e Q(sT-tiltií). Além disso, tentamos encontrar uma forma de obter todos os 
módulos de suporte r-inclinante de R a partir dos módulos de suporte r-inclinante de 
A, B e C .  Por fim, exemplificamos os conceitos abordados no capítulo.
Finalmente, incluímos no apêndice um estudo da teoria r-inclinante para casos 
particulares de álgebras. Na Seção A.1 vemos como o fato de todo módulo r-inclinante 
ser um módulo inclinante caracteriza as álgebras hereditárias. Na Seção A.2 exibimos 
o algoritmo de (Ada16) que classifica os r-inclinantes para álgebras de Nakayama.
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1 PRELIMINARES
Neste primeiro capítulo introduziremos as noções básicas necessárias para 
a leitura do texto. O principal objeto de estudo é a categoria de A-módulos à direita 
finitamente gerados denotada por mod A  cujas propriedades vão ser discutidas ao 
longo do capítulo. Inicialmente veremos as fc-álgebras de dimensão finita e seus A- 
módulos; na sequência veremos como os Amódulos podem ser representados através 
do quiver ordinário de A e  por fim analisaremos a categoria mod A e alguns funtores 
definidos sobre categorias desta forma.
1.1 ANÉIS E ÁLGEBRAS
O objetivo desta seção é introduzir os principais conceitos para o estudo das 
fc-álgebras de dimensão finita, os Amódulos finitamente gerados e os diferentes tipos 
de morfismos. Além disso, também observamos as álgebras quociente obtidas a partir 
das fc-álgebras. Os detalhes dos assuntos abordados nesse capítulo podem ser vistos 
em (ASS06).
1.1.1 Álgebras
Vamos lembrar que um anel é um conjunto não vazio A munido de duas 
operações binárias associativas +  : A x A — A e ■ : A x A — > A, de tal forma que 
(A  +) é um grupo abeliano e valem as propriedades distributivas: a(b + c) = ab + ac 
e (a +  b)c = ac + bc para todos os elementos a, b, c em A. Em particular, dizemos que 
um anel fcéum  corpo se além de (k, +) ser um grupo abeliano com a operação de 
soma, temos que (k*, •) é um grupo abeliano, onde k* = k\ {0}. Diremos que o corpo k 
é algebricamente fechado se qualquer polinómio com coeficientes em k possui uma 
raiz ainda em k. Em todo o texto k denotará um corpo algebricamente fechado.
Dizemos que uma A;-álgebra é um anel que possui uma estrutura de fc-espaço 
vetorial compatível com as operações de soma e produto. Isto significa que se a, b 
são elementos de A e A e k é um escalar então A(ab) =  (Aa)b =  a(Xb). Além disso, 
dizemos que B é uma A;-subálgebra de A se B  é um /c-subespaço vetorial de A 
que também é um anel com as operações induzidas de A. Todos os anéis tratados 
aqui possuem elemento neutro para o produto, isto é, existe um elemento 1A e A 
denominado unidade do anel, de tal forma que lAa = alA = a para qualquer a e A. 
Em particular, todos os anéis e álgebras tratados neste texto possuem unidade.
Dizemos que uma função /  : A — > B é um morfismo de anéis se A e B 
são anéis de tal forma que para quaisquer a,b e A temos que /(a  +  b) = f{a) +  /(&),
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f(ab) =  f(a)f(b) e / ( I A) =  ls - Se A e 5  são fc-álgebras e f  : A — >• 5  é um morfismo 
de anéis fc-linear dizemos que /  é um morfismo de /c-álgebras.
1.1.2 Módulos
Se A é uma k-áIgebra, dizemos que M  é um vl-módulo à direita se M é um 
fc-espaço vetorial munido de uma ação de grupo à direita ■: M x A — > M de tal forma 
que para quaisquer m,n e M, a,b e A e A e k valem as propriedades distributivas 
(m+n) • a — m-a+n-a e m - (a+b) — m -a+m-b, vale a propriedade de compatibilidade 
da ação m ■ (ab) =  (m ■ a) ■ b, vale m ■ 1A =  m e a ação à direita comuta com os escalares, 
ou seja, (mA) ■ a = m- (oA) = (m • a)A. Analogamente podemos definir os A-módulos 
à esquerda utilizando a ideia de ação à esquerda e propriedades análogas às citadas 
anteriormente.
Dizemos que um módulo M é finitamente gerado se existem s e N e  ele­
mentos . . . ,  ms em M tais que qualquer elemento de M pode ser escrito como
combinação ^4-linear dos geradores mu m2, Pode-se mostrar que um módulo é
finitamente gerado se, e somente se, possui dimensão finita como fc-espaço vetorial. A 
menos de menção em contrário, sempre que nos referirmos a um módulo estaremos 
falando de um A-módulo à direita finitamente gerado.
Observando a estrutura de espaço vetorial, podemos estender a noção de 
soma direta de espaços vetoriais para a soma direta de módulos. Se considerarmos 
M e N dois A-módulos, o fc-espaço vetorial M © N  possui estrutura de ^4-módulo dada 
pela ação (m,n) ■ a = (m ■ a,n ■ a), i.e., definimos a ação à direita e m M e J V e m  cada 
uma de suas coordenadas. Podemos usar a mesma ideia para uma quantidade finita 
qualquer de A-módulos, definindo a ação coordenada a coordenada na estrutura de 
soma direta. Desta forma dizemos que o A-módulo N é somando direto do ^4-módulo 
M se existir algum ^4-módulo M' de tal forma que M = N  ® M'. Além disso, se um 
dado A-módulo não nulo M não possui nenhum somando direto próprio não nulo N 
(0 Ç N ç  M), dizemos que M é um módulo indecomponível. Se A é uma álgebra 
de dimensão finita, podemos escrever qualquer módulo de dimensão finita como uma 
soma direta de ^4-módulos M = M1 ® M2 ® • • • ® Ms, onde cada Mi é indecomponível 
para i e {1,2,. . . ,s } .
Dizemos que N é um submódulo de M se N é um fc-subespaço vetorial 
de M que é fechado pela ação à direita, isto é, sempre que n e N e a e A temos 
que n ■ a e N. Se N é um submódulo de M, definimos o A-módulo quociente M/N  
como o A;-espaço vetorial quociente M/N  =  {m + N \ m e  M} munido da estrutura de 
A-módulo dada por
(m + N) ■ a = m • a + N.
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1.1.3 Morfismos de módulos
Seja A uma A;-álgebra e sejam M  e N  dois ^4-módulos. Dizemos que /  : M  — > 
N  é um morfismo de ^4-módulos se f  é uma aplicação &-linear e para quaisquer 
m e M  e a e A temos que f(m-a) = f (m) ■ a. Denotaremos por N ) o conjunto
de todos os morfismos que possuem M  como domínio e N  como contradomínio.
Dizemos que /  : M  — > N  é um monomorfismo se /  é um morfismo de 
módulos injetor. Por outro lado, se /  é um morfismo de módulos sobrejetor dizemos 
que /  é um epimorfismo. Desta forma diremos que /  é um isomorfismo se é um 
morfismo de módulos bijetor, isto é, um monomorfismo e epimorfismo simultaneamente.
Observação 1.1. Seja /  : M  — > N um morfismo de ^4-módulos. Temos que:
(1) /  é um monomorfismo se, e somente se, para quaisquer dois morfismos de A-
módulos pi, g2 : L — > M  tais que /  o g1 = f  o g2 temos que gi = g2. Em particular, 
se existe um morfismo de ^4-módulos g : N — > M  tal que gf  = 1M dizemos que 
/  é um monomorfismo que cinde;
(2) /  é um epimorfismo se, e somente se, para quaisquer dois morfismos de A-módulos
0i, 0 2 : N  — > Q tais que g i o f  =  g2 o f  temos que 01 =  g2. Em particular, se existe 
um morfismo de A-módulos g : N — > M  tal que f g  = 1N dizemos que /  é um 
epimorfismo que cinde.
Definimos 0 núcleo de um morfismo /  : M  — > N  como 0 A-módulo dado por 
Ker/  =  {m  e M  \ f (m )  =  0}. Da mesma forma, dizemos que o A-módulo dado 
por lm /  =  { f {m )  | m  e M }  é a imagem do morfismo / .  Dualizando o conceito de 
núcleo, definimos o conúcleo do morfismo /  como sendo 0 A-módulo quociente 
Coker /  =  N / lm / .  Desta forma temos a seguinte observação:
Observação 1.2. Seja /  : M  — > N um morfismo de ^4-módulos. Temos que:
(1) /  é monomorfismo se, e somente se, Ker /  =  0;
(2) /  é epimorfismo se, e somente se, Coker /  =  0.
Portanto dizer que /  é um isomorfismo é equivalente a dizer que Ker /  =  
Coker /  =  0, e como já havíamos visto estas afirmações são equivalentes a dizer que /  
é bijetor. Diremos que os módulos M  e N são isomorfos se existe um isomorfismo 
/  : M  — > N e quando este for 0 caso denotaremos por M  = N.
Em particular quando /  : M  — > M  é um morfismo 0 chamaremos de en- 
domorfismo. Assim define-se 0 conjunto dos endomorfismos de M  por End^M =
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Homa(M, M). Os conjuntos HomA(M, N) tem estrutura natural de fc-módulo para quais­
quer M  e N. Além de EnáAM  ter estrutura de fc-módulo, EndAM também possui 
estrutura de fc-álgebra induzida pela soma e produto de morfismos. Ainda mais, se 
/  e EndaM  é um isomorfismo diremos que /  é um automorfismo, e o conjunto de 
todos os automorfismos de M  será denotado por AutAM.
1.1.4 Quocientes de álgebras
Sabemos que cada A-módulo finitamente gerado M  pode ser escrito como 
uma soma direta finita de módulos indecomponíveis M = M1 ® M 2 © • • • ® Ms quando 
A é uma álgebra de dimensão finita. Diremos que M é um módulo básico quando 
não existirem dois somandos diretos distintos isomorfos na soma acima. Isto significa 
que se escrevemos M = M J1 ® MJ2 ® • • • ® MJ*, com Mj ^  Mj quando i ±  j  e 
{1 ,2,. . . ,  t}, então M é básico se, e somente se, n i =  n2 =  • • ■ =  nt =  1. Em geral, se 
M = MJ1 ® MJ2 ® • • • ® MJ*, com Mj Mj para i ±  j  e {1 ,2,. . . ,  n}, denotamos a 
quantidade de somandos diretos indecomponíveis de M  não isomorfos entre si por
Sempre que A é uma fc-álgebra de dimensão finita podemos enxergá-la como 
um ^4-módulo à direita (e também à esquerda). Desta forma existe uma decomposição 
(única a menos de isomorfismos) de A como soma direta de ,4-módulos A = Px ® P2 © 
• • • ® Pn. Dizemos que a fc-álgebra A é básica se ela é um módulo básico quando 
vista como um yl-módulo à direita. Neste trabalho consideraremos apenas A;-álgebras 
básicas de dimensão finita, de forma que daqui em diante, sempre que nos referirmos 
à uma álgebra estaremos falando de álgebras desse tipo, a menos de menção em 
contrário.
Na decomposição em soma direta de módulos indecomponíveis da álgebra A 
dada por A = Pi ® P2 © • • • ffi Pn, temos que os ^4-módulos Pi, com i e {1 ,2 , . . . ,n}, 
satisfazem a seguinte propriedade: s e h :  M — > N é um epimorfismo e /  : Pi — > N é 
um morfismo qualquer, existe um morfismo & : Pi — > M de tal forma que /  =  hgu i.e., 
o seguinte diagrama comuta
Se P é  um ^4-módulo que satisfaz as mesmas propriedades dos módulos Pi 
(com relação a construção do diagrama) diremos que P é um módulo projetivo. Dual- 
mente dizemos que um ^-módulo I é um módulo injetivo se para cada monomorfismo 
h : L — > M, e para cada morfismo /  : L — > I, existe um morfismo g : M — > I de tal
|M| =  t.
Pi
M — ^  N
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forma que o seguinte diagrama comuta:
I
ou seja, /  =  gh.
Observação 1.3 ((ASS06), 1.5.14). Dizemos que um monomorfismo de v4-módulos 
u : L — > M  é monomorfismo minimal se todo submódulo não nulo I d e M  tem 
interseção não nula com lm u, i.e.,
Im u n X  ±  {0} para todo submódulo não nulo X  de M.
Em particular, s e u :  L — > E  é um monomorfismo minimal e £ é u m  módulo injetivo 
diremos que E  é a envolvente injetiva de L. Pode-se mostrar que qualquer módulo L 
possui envolvente injetiva.
Um dos tipos de álgebras mais importantes para o nosso trabalho são as 
álgebras quociente, isto é, álgebras obtidas a partir do quociente feito através de 
relações de equivalência em uma álgebra A. Elas serão necessárias para a construção 
de módulos inclinantes e r-inclinantes nas álgebras, a partir dos módulos inclinantes e 
T-inclinantes dos seus quocientes. Porém, precisaremos que esses quocientes sejam 
feitos por ideais bilaterais (como veremos abaixo) para que os quocientes estejam bem 
definidos e tenham as propriedades semelhantes às propriedades da álgebra original.
Seja I  um fc-subespaço vetorial de A. Dizemos que I  é um ideal à direita de 
A se para cada x e I  e cada a e A temos que xa e I. De forma análoga, dizemos que 
I  é um ideal à esquerda de A se para cada x e I  e cada a e A temos que ax e I. 
Além disso, um ideal é dito bilateral se é um ideal à esquerda e à direita.
Seja A uma álgebra com um ideal bilateral I. Definimos a álgebra quociente 
A / I  como o k-espaço vetorial quociente A / I  =  {a +  /  | a e A},  onde as operações são 
herdadas de A. Esta álgebra quociente possui uma única estrutura natural de álgebra 
dada pelas operações (a + 1) +  (b + 1) =  (a +  b) + 1 e (a +  I)(b + 1) =  ab + 1 e também
A(a + 1) = Xa + 1, para cada a,b e A e  X e k.
Observação 1.4. Sejam A uma álgebra, /  um ideal bilateral de A e M  um (A/I)- 
módulo. Pode-se mostrar que a operação m-a = m- (a + /)  definida para cada m e  M  
e a e A induz uma estrutura de A-módulo no (,4//)-módulo M.  Desta forma o conjunto 
de todos os (A//)-módulos está contido no conjunto dos A-módulos.
Um dos casos de maior interesse é o da álgebra quociente A /I  quando I = (e) 
é o ideal bilateral gerado por um elemento e e A que satisfaz a condição e2 =  e, isto
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é, o menor ideal bilateral que contém o elemento e. Ao longo do texto outros ideais 
também serão de extrema importância, como por exemplo os definidos a seguir.
Exemplo 1.5. Seja A uma álgebra.
(1) Dizemos que um ideal à direita I  de A é  maximal se não existe nenhum ideal à
direita J  tal que I  ç  J  £  A, isto é, I  não está propriamente contido em um ideal 
próprio de A.
(2) O radical radA da álgebra A é  a interseção de todos os ideais maximais à direita
de A. Vale a pena observar que rad A é um ideal bilateral de A.
Sempre que A / l  é uma álgebra quociente da álgebra A, obtemos um epimor- 
fismo <p : A — > A / I  denominado projeção canônica dado por ip(a) =  a + 1 para 
qualquer a e  A. Nos próximos capítulos veremos como utilizar estes epimorfismos para 
estudar como se relacionam os módulos de suporte r-inclinante de alguns quocientes 
de álgebras.
1.1.5 Séries de composição
Dada uma álgebra A, dizemos que um A-módulo não nulo S  é simples se 
seus únicos submódulos são 0 ou S. A dimensão de um A-módulo simples S  como 
fc-espaço vetorial é igual a 1.
Diremos que N  é um submódulo maximal de um módulo M  se N  £  M  e 
não existe nenhum outro submódulo Q de M  tal que N  Ç. Q Ç. M. Assim, definimos o 
radical rad M  do módulo M  como a interseção de todos os submódulos maximais de 
M.  Como no caso de rad 4̂, o radical rad M  de M  tem estrutura de yl-módulo à direita.
Também podemos definir outros dois ^4-módulos associados ao módulo M  da 
seguinte forma:
Definição 1.6. Seja M  um ,4-módulo.
(1) O submódulo de M  gerado por todos os submódulos simples de M  é  denominado
socle de M  e denotado por soc M.
(2) Dizemos que o topo d e M é o  ,4-módulo quociente top M  =  M/radM.
Os topos dos A-módulos exercerão um papel fundamental no momento de 
construirmos os pares de suporte r-inclinante no Capítulo 4, principalmente na definição 
de suporte de par de suporte r-inclinante.
Seja M  um A-módulo. Dizemos que uma sequência de ^-módulos
M  =  M0 D Ml D • ■ • D Mt =  0
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é uma série de composição se os quocientes JV* =  Mi/Mi+ 1 são módulos simples 
para cada * e {0,1,. . . ,  t -  1}. Neste caso dizemos que os módulos Ni são fatores 
de composição de M. Se para o A-módulo M existir uma única série de composição 
diremos que M é um módulo unisserial.
1.2 ÁLGEBRA DE CAMINHOS E REPRESENTAÇÕES DE MÓDULOS
Na seção anterior definimos os ^-módulos associados a uma álgebra de 
dimensão finita A. Nesta seção iremos utilizar o Teorema de Gabriel para associar a 
cada álgebra A um quiver QA munido de relações. Desta forma poderemos representar 
os A-módulos sobre este quiver QA associado a álgebra A.
1.2.1 A álgebra de caminhos
Inicialmente vamos dizer que um grafo G é dado por um conjunto G0 de 
vértices e um conjunto Gx de arestas entre estes vértices. Além disso, diremos que 
um ciclo em um grafo G é uma concatenação de arestas de forma que duas arestas 
consecutivas concatenadas possuam exatamente um ponto em comum, e a última 
aresta está conectada com a primeira por exatamente um vértice. Por fim, diremos que 
um grafo G é uma árvore se G não possui nenhum ciclo.
Utilizando a mesma ideia, no lugar de arestas podemos considerar flechas 
(arestas orientadas), para isso temos a seguinte definição.
Definição 1.7. Um quiver é uma quádrupla Q =  (Q0,Qi,s,t)  onde:
(1) Qo é um conjunto, cujos elementos são chamados de vértices;
(2) <3i é um conjunto, cujos elementos são chamados de flechas;
(3) s : Qi — > Qo é uma função que associa a cada flecha o seu início;
(4) t : Qí — > Qo é uma função que associa a cada flecha o seu final.
Por simplicidade denotaremos o quiver (Q0, Qi, s, t) apenas por Q. Ainda mais, 
diremos que Q é um quiver finito se Qo e Qi são conjuntos finitos. Esse será o nosso 
caso de principal interesse.
Um subquiver de Q =  (Q o,Q i,M ) é um quiver Q' = (Q^Q^s^t'), onde Q'0 e 
Qí são subconjuntos de Q0 e Qi respectivamente e as funções s’ e t' coincidem com 
as restrições de s e t ao conjunto Q[. Estes quivers nos fornecerão, ao longo do texto, 
subálgebras e álgebras quociente associadas a uma álgebra dada.
Um caminho em um quiver é a concatenação de flechas « i, a2, . . . , a m tal que 
o início de uma flecha coincida com o final da sua flecha anterior, ou seja, t(ai) =  s(o;í+i)
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para cada % e {1 ,2,. . . ,  m -  1}. Desta forma, dado um quiver Q definimos a álgebra 
de caminhos kQ como a álgebra gerada pelos caminhos de Q, isto é, os elementos 
de kQ são combinações fc-lineares de
• caminhos estacionários (ou caminhos de comprimento zero), onde para cada 
vértice i e  Q0 temos um caminho estacionário e* associado;
• flechas de Q, denominadas caminhos de comprimento 1;
• caminhos de comprimento n, que são caminhos da forma a ^ 2 • • • a„, onde alt
a2 an são flechas de Q e £(«*) =  s(ai+i) para cada i e {1,2,. . . ,  n -  1},
e a estrutura de produto de fc-álgebra em kQ é dada por
a . B =  í  SG ^  =
\ 0, s et(a)^s((3).
Exemplo 1.8. Considere o quiver dado por Q0 =  {1,2,3}, Qi = {a, /3} tais que s(a) = 1, 
t(a) =  s(/3) =  2 e í(/3) = 3. Este quiver pode ser representado da seguinte forma:
Q : 1 2 3.
Os caminhos estacionários em Q são elt e2 e e3, os caminhos de comprimento 1 são a 
e p e o caminho de comprimento 2 é afi. As combinações C-lineares 2e2 +  3 a  +  « ^ e  
7T a + ei são elementos de CQ e
(7T a +  ei) • (2 e2 +  3 a +  a/3) =  2-ir ae2 + 3ir aa +  7r aaf3 +  2 eie2 +  3 eia +  e±a{3
= 27ra +  3o; +  Q!í5 =  (27r +  3)a +  a/3.
Uma relação em um quiver Q é  uma combinação linear p = YT=\ ^ ^  c*e 
caminhos de comprimento maior ou igual a 2. Se A é uma álgebra, qualquer subconjunto 
de A determina um ideal bilateral em A. Em particular, um conjunto de relações em Q 
gera um ideal I  na álgebra kQ, o que permite definir a álgebra quociente kQ/I,  cujo 
quiver é denotado por (Q,I).  Neste texto o ideal I  sempre é escolhido de forma que 
kQ/I  seja uma álgebra de dimensão finita.
Exemplo 1.9. Seja A = kQ a álgebra de caminhos do Exemplo 1.8. A relação p = a/3 
define um ideal bilateral I  =  (afi) em A. Neste caso a base de kQ/I  como fc-espaço 
vetorial é o subconjunto { e u e2, e3, a , /?}. Observe que a- j.3 =  0, pois a/3 é um elemento 
do ideal I. Denotamos o quiver (QA, I)  desta álgebra por
' a P1 2 — —>• 3.
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1.2.2 O Teorema de Gabriel
Dada uma álgebra A, dizemos que e G i é u m  idempotente se temos que 
e2 =  e. No nosso caso todas as álgebras tem pelo menos dois idempotentes: a unidade 
1a e o elemento neutro da soma. Além disso, dizemos que dois idempotentes ex e 
e2 são ortogonais se eie2 =  e2ei =  0. Dizemos também que um idempotente e é 
primitivo se e não pode ser escrito como uma soma de dois idempotentes e =  e1 +  e2, 
onde ei e e2 são idempotentes ortogonais não nulos.
Se A é uma álgebra de dimensão finita é possível encontrar um conjunto 
completo de idempotentes ortogonais primitivos {ei, e2, . . . ,  en}. Logo o conjunto
£a = < ^ 2  ej ^  c  (1 ,2,. . . ,  7i} >, onde ^  ej = 0 e ^  e,- = 1A contém vários idempo-
l j£J ) j£0 j=1
tentes da álgebra A. A partir de agora, o conjunto {ei, e2, . . . ,  en} sempre denotará um 
conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos.
Definição 1.10. Sejam A uma álgebra, M um ,4-módulo e {ei, e2, . . . ,  en} um conjunto 
completo de idempotentes ortogonais primitivos fixado. Dizemos que o suporte de M 
é o conjunto
Supp(M) =  {j  e  {1 ,2,. . . ,  n} | Mej ±  0}.
Estamos interessados em associar a cada álgebra um quiver e uma álgebra de 
caminhos. O próximo teorema permitirá associar a cada k-áIgebra básica de dimensão 
finita um quiver finito, que será útil no momento de representar os módulos desta 
álgebra.
Teorema 1.11 (Teorema de Gabriel). Seja k um corpo algebricamente fechado.
(1) Seja Q um quiver e seja RQ o ideal bilateral gerado pelas flechas de kQ. Se I é
um ideal de kQ para o qual existe um inteiro m ^  2 tal que Rg c  I  c  Rq, onde
Rq = { PlP 2 ■ ■ ■ Ps | Pj e RQ,j  e {1 ,2,. . . ,  s}} para cada s e N, então kQ/I é uma 
k-á Igebra de dimensão finita.
(2) Se A é  uma fc-álgebra básica de dimensão finita, existe um quiver com relações
(Qa, I), de tal forma que é possível exibir um isomorfismo de álgebras A = kQA/I. 
Além disso, tal quiver QA está unicamente determinado por A.
Portanto o Teorema de Gabriel permite associar a cada álgebra de dimensão 
finita uma álgebra de caminhos (com relações) isomorfa a álgebra A. Diremos que o 
quiver QA (com relações) é o quiver ordinário da álgebra A. Neste caso temos que 
as seguintes afirmações são equivalentes:
(1) o quiver ordinário QA da álgebra A possui n vértices;
28
(2) qualquer conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de A possui
exatamente n elementos;
(3) a quantidade de ^4-módulos projetivos indecomponíveis, a menos de isomorfismos,
é exatamente n;
(4) a quantidade de A-módulos injetivos indecomponíveis, a menos de isomorfismos, é
exatamente n ;
(5) a quantidade de ^4-módulos simples, a menos de isomorfismos, é exatamente n\
(6) os ^-módulos projetivos indecomponíveis são da forma e* A para i e  {1 ,2 , . . . ,  n}.
Na seção seguinte veremos como utilizar o quiver QA obtido nesse teorema 
para associar a cada A-módulo uma representação, ou seja, um (kQA/I)-módu\o. E 
assim, trabalharemos apenas com as representações da álgebra A.
1.2.3 Representações de módulos
Podemos utilizar o quiver (QA, I ) para descrever como são os módulos sobre 
uma álgebra A. Dizemos que uma representação da álgebra A = kQA/I  é dada por 
uma família de fc-espaços vetoriais {M* | % e Qo} e uma família de transformações 
fc-lineares {<pa : Mi — > M j\ a :i  — >■ j  e Qi}, de forma que:
(1) se p = aiot2 ■••am é uma concatenação de flechas de Q definimos
Pp =  O ■ ■ ■ O (pa2 O (fai.
(2) se aí =  hpi +  t2p2 H----- í- tdpd é  uma combinação A:-linear de elementos em I  então
Pu =  ti<Ppi +  t2<pP2 +  • • • +  td<Ppd =  0.
Denotaremos esta representação por M = (Mi,(pa)i€Q0ia€Ql.
Exemplo 1.12. Seja A = kQA a álgebra de caminhos dada pelo quiver sem relações
Qa ■ 1 2 —^  3.
Uma representação desta álgebra é dada por M1 = M2 = M3 = k e <pa = <pp = lk. Isso 
pode ser visto através do diagrama
k k k.
Esta representação pode ser denotada simplesmente por 2 .
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Sejam M = (Mi ,^ a)ieQo;QeQl e N =  (JVi.VOieQo.aeQi duas representações de 
uma álgebra A  Um morfismo de representações 0 : M  — > N de A é uma família de 
transformações A;-lineares { 0 j: Mj — >■ iV* | i  e Q0} tal que para cada flecha a : i  — > j  




Se M  é um Amódulo podemos associar a M  uma representação da seguinte 
forma: para cada i  e { 1 , 2 associamos o espaço vetorial Mj =  Meu e as 
transformações lineares ipa entre Mi e Mj são dadas por
ipa : M ei — > M ej
mei i— > ma,
para cada flecha a : i  — > j ,  ou seja, tpa é a multiplicação à direita por a.
Pode-se mostrar que a relação entre os módulos finitamente gerados e as 
representações M  = (Mj, v?a)ieQ0,<*eQi> onde cada Mj é de dimensão finita, é biunívoca. 
Desta forma sempre que estivermos falando sobre módulos podemos utilizar as repre­
sentações. Mostra-se também que a cada morfismo de módulos temos um morfismo 
de representações biunivocamente associado.
1.3 CATEGORIA DE MÓDULOS
Nesta última seção estamos interessados em ressaltar as propriedades cate­
góricas de mod A  observando principalmente sua estrutura. Também estamos interes­
sados em definir alguns funtores associados a estas categorias que serão importantes 
no decorrer do texto.
1.3.1 Categorias
Dizemos que uma tripla C =  (Obj C, Hom C, o) é uma categoria (pequena) se:
(1) Obj C é um conjunto, cujos elementos são chamados de objetos de C;
(2) para cada dois objetos A e B de C, temos um conjunto HomC(A,B). Definimos
Hom C como a coleção dos elementos de todos estes conjuntos. Os elementos 
destes conjuntos serão chamados de morfismos;
(3) existe uma composição parcial em C, que é uma operação definida em Hom C,
de tal forma que para cada par de morfismos /  e  Homc(L, M ) e g e  Homc(M, N)
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associamos um único elemento gof e  Homc(L, N) chamado de composição dos 
morfismos g e / .  Essa composição deve ser associativa quando estiver definida e 
além disso, para cada objeto M de C existe um morfismo lM e  Homc(M, M) tal 
que g ° l M = g e l M° f  = f  para quaisquer /  e Hom C(L,M), g e  Hom C(M,L) e 
L em Obj C.
A nossa principal categoria de estudo é a categoria mod^4 dos ^4-módulos à 
direita finitamente gerados que é definida da seguinte forma:
(1) os objetos desta categoria são todos os ,4-módulos à direita finitamente gerados;
(2) para cada par de objetos M e N o conjunto de morfismos entre M  e N  é simples­
mente o conjunto HomA(M, N ) de todos os morfismos de v4-módulos com domínio 
M e contradomínio N ;
(3) a composição parcial entre os morfismos nesta categoria é dada pela composição
usual de funções, quando estiver bem definida.
1.3.2 Quiver de Auslander-Reiten
Dizemos que /  : M — > N  é um morfismo irredutível em mod,4 se /  não 
possui inverso à esquerda nem à direita e se escrevemos /  =  gh, onde h : M — > S e 
g : S — > N para algum módulo S, então ou g é um epimorfismo que cinde ou h é um 
monomorfismo que cinde.
Definição 1.13. Seja A uma álgebra básica de dimensão finita. Seja r(mod^4) o quiver 
que satisfaz as seguintes condições:
(1) seu conjunto de vértices é o conjunto das classes de isomorfismo de A-módulos
indecomponíveis M : [M] = {N  e modA | N =  M };
(2) para cada par de classes de isomorfismo [M\ e [N], a quantidade de flechas entre
os respectivos vértices é dada pela dimensão do fc-espaço vetorial formado por 
todos os morfismos irredutíveis de domínio M e contradomínio N. Essa dimensão 
não depende da escolha dos representantes M e N.
Dizemos que r(modA) é o Quiver de Auslander-Reiten da álgebra A.
1.3.3 Subcategorias plenas
Dizemos que uma categoria C  é uma subcategoria de uma categoria C 
se temos que ObjC' c  ObjC, para cada M ,N e  Obj C  temos que HomC/(M, N) c  
Homc(M, N) e as composições em ambas categorias coincidem quando estiverem bem
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definidas. Em particular, dizemos que a subcategoria C  é plena se para cada par de 
objetos M, N  em Obj C  temos que HomC'(M , N) =  Homc(M, N).
Exemplo 1.14.
(1) Uma das subcategorias plenas de modA importantes para o nosso estudo será a
subcategoria proj A cujos objetos são os Amódulos projetivos e o conjunto de 
morfismos é dado por HomA(Pu P2) para cada par de módulos projetivos P1 e P2.
(2) De forma análoga se define inj^4 como a subcategoria plena de modA cujos
objetos são todos os módulos injetivos munidos dos conjuntos de morfismos de 
Amódulos Horru(/i, I2) para cada par de Amódulos injetivos h  e I2.
(3) Seja I  um ideal bilateral de A  A categoria mod (A/I) é uma subcategoria plena
de mod A  pois vimos na Observação 1.4 que (yl//)-módulos são Amódulos, 
e também temos que qualquer morfismo de (A//)-módulos é um morfismo de 
Amódulos, o que significa que HomA/f (M,N) =  HomA(M,N) para quaisquer 
(A//)-módulos M e N.
1.3.4 Estrutura de mod A
A categoria mod A possui propriedades boas quando observamos o que acon­
tece com as somas diretas e com a soma de morfismos em geral. Por exemplo, existem 
propriedades aditivas em mod A com relação aos objetos e seus morfismos. Abaixo 
listamos algumas dessas propriedades:
(1) para cada coleção finita de objetos M1,M2, . . . ,M S em mod.4 a soma direta
M1 ® M2 ® • • • ® Ma também está em mod A
(2) para cada par de Amódulos M e N  o conjunto Horr\A(M, N) possui estrutura de
grupo abeliano com a operação de soma;
(3) a operação de composição de Amódulos é bilinear, isto é, se / i ,  f 2 e Horru(Mi, M 2),
gi,g2 € Horru(M2,M 3) são morfismos e A e f c é u m escalar então temos as igual­
dades (gi +  g2) ° / 1 =  g1o /1 +  S2 ° / i G í / i 0 ( / i +  Í 2) =  g i 0 fi + g i 0 Í2 com relação 
à soma e (Xgi) o f 1 =  g1 o (A/i) =  X(gi o com relação à composição;
(4) existe um Amódulo 0, denominado módulo nulo, de tal forma que se M é um
outro Amódulo qualquer temos que HomA(M, 0) =  HomA(0, M) =  0.
Estas propriedades tornam mod A uma categoria aditiva. Além disso, como 
todos os morfismos /  : M — > N em mod A possuem núcleo e conúcleo temos que
mocM possui estrutura de categoria abeliana. Mais propriedades com relação as 
categorias aditivas e abelianas podem ser vistas em (ASS06).
Em geral, se C é uma categoria abeliana dizemos que uma sequência da forma
/ t í  t  r  f 71 1 T r
 ̂ - ^ n +1 ^ X n Y X n —i  Y
é uma sequência exata se Ker /„_ i =  lm fn para todo n natural. Além disso, se a 
sequência anterior se resume a uma sequência exata da forma
0  y A — ► B ——y C  y 0,
dizemos que esta sequência exata é uma sequência exata curta.
Exemplo 1.15. Seja M um ^4-módulo. Então existem algumas classes de módulos 
associadas a M que são notáveis, e que serão de extrema utilidade no decorrer do 
texto, como:
(1) a classe add M formada por todas as somas diretas finitas de somandos diretos de
M;
(2) a classe FacM formada por todos os quocientes de somas diretas finitas de M;
(3) a classe SubM formada por todos os submódulos de somas diretas finitas de M.
Pode-se mostrar que estas três subcategorias de modA são subcategorias plenas 
abelianas. Utilizaremos estas três subcategorias nos próximos capítulos com o objetivo 
de associar classes a alguns módulos específicos.
Observação 1.16. Se M  é um ^4-módulo e N  e FacM  então existem um inteiro positivo 
d e um epimorfismo Md — y N. Isto faz com que, em algumas referências, a classe 
FacM seja chamada de GenM, ou seja, o conjunto de todos os módulos gerados por M. 
Analogamente, se N e SubM então existe um inteiro positivo d e um monomorfismo 
N  — y Md, de forma que estes módulos são chamados de módulos cogerados por M, 
formando a classe CogenM que coincide com a classe SubM.
1.3.5 Categorias quociente mod.A e mod^4
Dados dois A-módulos M e N  podemos definir um conjunto V{M, N ) de todos 
os morfismos em HomA(M, N ) que se fatoram por algum projetivo. Isto é, V{M, N) é o 
conjunto de todos os morfismos /  : M — y N para os quais existe um módulo projetivo 
P e morfismos g : M — > P ,h :  P — y N  que fazem o seguinte diagrama comutar
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Isto permite definir na classe de morfismos Hom(mo<M) uma subclasse V  
formada por todos os morfismos pertencentes aos conjuntos V{M, N ), variando-se os 
A-módulos M  e N. Esta subclasse V  pode ser vista como um ideal categórico, ou seja, 
uma subclasse de Hom(modJ4) que satisfaz as seguintes propriedades:
(1) se f , f : M  — > N são morfismos em V(M, N) e A e k é um escalar, os morfismos
/  +  f  e Xf também estão em V{M, N)\
(2) se /  : M  — > N  é um morfismo em V(M, N) e g : N —> Q é um morfismo qualquer
então g o  f  : M  — > Q está em V{M, Q)\
(3) se f  : M — > N é um morfismo em V(M, N) e h :  L — > M  é um morfismo qualquer
então f  o h :  L — > N  está em V(L, N ).
De acordo com (1), V ( M , N ) tem estrutura de A;-subespaço vetorial de 
Homa(M, N) e então o quociente Hom 4(M, N) = HomA( M ,N ) / V ( M ,N )  está bem 
definido e tem estrutura de &-módulo. Assim podemos definir uma nova categoria 
moçL4 cujos objetos são todos os ^4-módulos e para cada par de ^4-módulos M, N  
o conjunto dos morfismos é dado por N) = HomA(M ,N ) / V { M ,N ) .  Ana­
logamente define-se a categoria mõcL4 cujos objetos são todos os A-módulos e 
Homa(M, N) = HomA( M ,N ) / I ( M ,N ) ,  onde T(M ,N )  é  o fc-subespaço vetorial de 
Horru(M, N)  formado por todos os morfismos que se fatoram por algum módulo inje- 
tivo.
1.3.6 Funtores em mod A
Sejam C e V  duas categorias. Um funtor covariante F  : C — v V  é dado por 
uma regra que associa:
(1) a cada objeto X  em Obj C um objeto F(X) em Obj V\
(2) a cada morfismo a : X  — > Y  em Homc(X ,y )  um morfismo F ( a ) : F ( X )  — > F ( Y )
em Homx»(F(X),F(y)), de forma que para quaisquer morfismos a : X  — > Y  e
P : Y  — > Z  temos que F(i3 o a) = F(/3) o F{a)\
(3) ao morfismo lx  ■ X  — > X  o morfismo F ( l x ) — -̂f (x) ■ F(X) — > F(X).
Se F  : C — > V  é  uma regra entre as categorias C e V  que satisfaz os axiomas (1), (3) 
e que associa:
(2’) a cada morfismo a : X  — > Y  em Homc(X ,y ) um morfismo F(a)  : F ( Y )  — > F ( X )  
em Hom©(F(y),F(A')), de forma que para quaisquer morfismos a : X  — > Y  e
P : Y  — > Z  temos que F ( p  o a) = F(a)  o F(P),
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dizemos que F  é um funtor contravariante.
Exemplo 1.17. Vamos considerar a categoria mod^4 de todos os ^4-módulos à direita 
finitamente gerados e M  um ,4-módulo.
(1) Existe um funtor covariante Horru(M,- )  : mod^4 — > modk que associa a cada
^4-módulo N  o A:-espaço vetorial HomA(M, N) e a cada morfismo /  : L — > N  
associa um morfismo HomA{M ,f )  : HomA(M,L)  — > Horru (M , TV) dado por 
Horru (M , f)(g) = f  o g, para cada g e  HomA(M, L).
(2) Existe um funtor contravariante H orru (-, M) : mod A — > modfc que associa a cada
^4-módulo N  o fc-espaço vetorial Honu(iV, M) e a cada morfismo /  : L — > N  
associa um morfismo Horru ( /,M )  : HomA(N ,M )  — > HomA(L,M)  dado por 
Horru(/, M)(g) = g o f ,  para cada g G Honu(iV, M).
Estes funtores satisfazem as seguintes propriedades:
(1) Horru (M , Ni ® N2) =  HomA(M, iVi) ® Horru(M , N2) para quaisquer A-módulos M,
Ni e N2\
(2) Horru (M i ® M 2, N) =  H onu(M 1; N)  ® Hom A{M2, N) para quaisquer ^4-módulos M i,
M2 e N ;
(3) se / i , / 2 : L — > N  são morfismos quaisquer e A e k é um escalar então para
qualquer módulo M temos que H orru (M ,/i+A /2) = H orru(M ,/i)+A  HomA(M ,f2) 
e HomA( / i +  Af 2, M) =  Honu(/i, M ) +  A HomA(f2, M ).
Exemplo 1.18. Uma sequência exata curta da forma
0 -------> L  > M   > N   ► 0
é chamada de extensão de L por N. Seja Ext(N, L) o conjunto de todas as extensões 
de L por N. Definimos uma relação de equivalência em Ext(iV, L ) da seguinte forma: se
£ : 0 ------->• L — U  M  — ^  N  -------> 0 e e '  : 0  >• L M 1 —^  N  -------> 0
são duas extensões dizemos que a extensão e é equivalente a extensão e1 se existe 
um isomorfismo h : M  — > M ’ que faz o seguinte diagrama comutar:
£ : 0  > L — T—> M  — ^  N  ------- > 0
L
£' : 0  >• L —^  M1 —^  N  ------ > 0.
Com esta relação de equivalência definimos o conjunto Ext\(N, L) =  Ext(N,L)/ ~  
onde ~  é a relação de equivalência em Ext(iV, L) mencionada acima. Analogamente
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definimos o espaço vetorial quociente Ext^(iV,L) =  Extn(iV ,L)/ ~ n, onde Extn(N,L)  é 
o conjunto de todas as sequências exatas da forma
0 fo -> Mi h ■> Mo h f n —1 > M n N -> 0,
e ~ „ é a  relação de equivalência onde diz-se que as sequências 77 e 7/  são equivalentes 
(por ~ n) se existem isomorfismos h i : M{ — > M ' para cada i e { l , 2 , . . . , n }  que fazem 
o seguinte diagrama comutar:










■> M 2 ■
/l2
> M'2
h f n —l
íi fn-1
f n ■> N
> ML
1N
■> N ->• 0 .
Seja então X  um módulo. Por simplicidade, vamos definir apenas os funtores 
Ext^pf, - )  e E x t^ (-,X ). Os funtores ExQpf, - )  e Ext^(-, X ) para n > 1 podem ser 
definidos de forma análoga.
(1) O funtor covariante Ext^(X, - )  associa a cada ^4-módulo M o fc-espaço vetorial 
Ext^pf, M). Além disso, se /  : M — > N é um morfismo de ^-módulos, definimos 
0 morfismo de A;-espaços vetoriais Ext^pf, / )  : Ext^pf, M) — > Ext^pf, N ) da se­
guinte forma: considere e : 0 ------ > M —g- ^  Q —^  X  ----- > 0 uma exten­
são de M porX  e 5 o  A-módulo dado por S = (Q®N)/{(g(m ), -f(m )) \ m e M}. 
Existem únicos morfismos v : N — > S ,u  : Q — > S ew  : S — > X  (a menos de 
composição com isomorfismos) que fazem 0 diagrama comutar:
£  : 0 M
l x
N S 0 .
Dizemos que S é  a soma amalgamada dos morfismos /  e g e  definimos
E xt^p í,/)(£) =  £'.
(2) Analogamente, o funtor contravariante E x t^ (-,X ) associa a cada ^4-módulo M o 
ft-espaço vetorial Ext\(M,X). Se /  : M — > N é um morfismo de A-módulos, defi­
nimos 0 morfismo de A:-espaços vetoriais E x t^ ( / ,X ) : Ext\(N,X) — > Ext\{M,X)
da seguinte forma: considere 77: 0 ------ > X  —g- ^  Q ——> N  > 0 uma
extensão de X  por N e P  0 24-módulo dado por P  = {(q,m) e Q ® M  \ f (m )  = 
h(q)}. Existem únicos morfismos s : X  — > P, t : P  — > M  e r  : P  — > Q (a 
menos de composição com isomorfismos) que fazem 0 diagrama comutar:







Dizemos que P é  o produto fibrado dos morfismos /  e h e  definimos
Ex̂ A(f,X)(r]) = rf.
Os funtores Ext’ ( - ,  - )  satisfazem as seguintes propriedades para cada inteiro 
positivo i\
(1) Ext^(M, N\ © iV2) — Ext^(M, N\) © Ext^(AÍ, iV2) para quaisquer .A-modulos M , N\
e N 2;
(2) Ext^(Mi © M 2, N) = Ext^(Mi, iV) © ExtiA{M2, N) para quaisquer yl-módulos Mu M2
e N]
(3) se / i , / 2 : L — > N são morfismos quaisquer e A e fc é um escalar então para
qualquer A-módulo M  temos que Ext\(M, h  +  Af 2) =  E x t / 1) +  A Ext\(M, f 2) 
e E x t +  Af 2, M ) =  Ext^(/1; M) +  A ExfA( /2) M).
Observação 1.19. Sejam X  e Y  dois ^4-módulos. Pode-se mostrar que dada uma 
sequência exata cur 
cias exatas longas:
ta 0 ------ > L — M —9- ^  N  > 0 obtemos duas sequên-
0 --------------> Hom^iV, X) Â9’>  ̂Hom^(M, X) Â ’>  ̂Hom^(L, X) — -—>
Ext\(N,X) Ê (9Í ) Ext\(M,X) Ext̂ (/’X> Ext\(L,X) > Ext2A{N,X)
u í v  t \ HomA{YJ) u , , ,  Hom̂ íy.p) SHom^(y,L) ------ > Hom^(Y,M)  > Horru(Y,./V)  >
Ext\{Y,L) ^  E x t E x t \  (Y,iV) — Ext^(Y,L) ------- ► •••,
Os morfismos 5 e <5X aparecem de forma natural na construção destas sequências 
exatas, porém não entraremos nos detalhes desta construção.
Os funtores Horru(-, - )  e Ext^(-, - )  permitem definir algumas subcategorias 
em mocM que serão importantes no decorrer do texto. Para uma subcategoria C de 
mod .<4 definimos:
(1) C1 = {X  E modA | Hom^C, X) =  0, V C E C}\
(2) l C =  { X e  mod A | Hom^(X, C) =  0, V C E C}\
(3) C11 =  {X  E mod 4̂ | Ext^(C,X) =  0 , V C E C}\
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(4) -LiC =  {X  e modA | Ext^X, C) =  0, V C e C}.
Exemplo 1.20. Sejam ,4 uma álgebra e I  um ideal bilateral de A. Com a estrutura de 
A-módulo dada aos (A//)-módulos na Observação 1.4 induz-se um funtor inclusão 
mod(A/I) — > modA que a cada conjunto M munido de estrutura de (A//)-módulo 
associa o mesmo conjunto M munido de estrutura de A-módulo, e a cada morfismo 
de (A//)-módulos associa a função subjacente a este morfismo, porém vista como um 
morfismo de A-módulos.
Exemplo 1.21. Para cada A-módulo à direita M definimos um A-módulo à esquerda 
(que chamaremos de Aop-módulo à direita) por D(M) =  Homfc(M, k) e definimos a 
aplicação do funtor D nos morfismos por D(/) =  Homfe(/, k). Desta forma a aplicação 
D =  Homfc( - ,  k) : modA — > mod Aop define um funtor fc-linear entre as categorias modA 
e modAop.
Exemplo 1.22. Outra espécie de funtor “dual” é o funtor ( -)* ,  que é dado nos ob­
jetos por M* =  Horru(M, A) e estendido da mesma forma nos morfismos por f* = 
Horru(/, A). É importante ressaltar que além da estrutura de &-espaço vetorial, Horru(M, A) 
possui estrutura de A-módulo à esquerda (ou Aop-módulo à direita) qualquer que seja 
o A-módulo M.
Tanto D quanto ( - ) *  são funtores contravariantes definidos entre modA e 
modAop. Considerando a álgebra Aop nos exemplos anteriores encontramos dois fun­
tores contravariantes de mod(Aop) em mod(Aop)op: D : modAop — modA e (—)* : 
modAop — modA. Vale a pena lembrar que (Aop)op =  A, donde mod(Aop)op =  modA.
Sejam C e V  duas categorias. Dizemos que um funtor F  : C — > V  é uma 
dualidade se é uma equivalência de categorias contravariante, isto é, um funtor con- 
travariante para o qual existe um funtor F~l : V  — > C tais que F~1(F(X)) = X  e 
F(F~1(Y)) = Y  para quaisquer objetos X  em C e Y  em V.
Exemplo 1.23. Compondo os funtores D e ( - ) *  obtemos um novo funtor em modA, 
chamado de funtor de Nakayama, dado por v =  D ( - ) * : modA — > modA, i.e., se M 
é um A-módulo então definimos
u(M) = D (M*) =  DHomA(M ,A) =  Homk(HomA(M,A),k).
Este funtor é uma dualidade e possui quase inversa v~x dada por v~l(M) = Horru(DA, M) 
para cada A-módulo M.
Na reta final deste capítulo vamos falar sobre o funtor mais importante deste 
trabalho: a translação de Auslander-Reiten r, e também falaremos de sua inversa.
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Seja M  um Amódulo. Vamos definir o módulo Tr M  que será utilizado para 
a construção do funtor r .  Para cada Amódulo M  diremos que um epimorfismo p0 : 
P0 — > M  é uma cobertura projetiva de M  se P0 é um módulo projetivo e satisfaz a 
seguinte propriedade: se existir um módulo P' tal que Ker p0 + P' = P então P' =  P.
Podemos repetir o mesmo processo realizado com M,  construindo a cobertura 
projetiva do módulo Kerp0. Diremos que a sequência exata
Pi Po M   ► 0 (1.1)
é uma apresentação projetiva minimal para o módulo M  se temos quep0 : Po — > M  
e p [ : Pi — >■ Ker po são coberturas projetivas de M  e Kerp0, respectivamente.
Observe que se M  é um módulo projetivo então a apresentação projetiva
minimal de M  é dada por 0 ------ ► M  1m > M  ------ ► 0. Suponha então que M  não
seja um módulo projetivo. Aplicando o funtor ( - ) *  na sequência exata (1.1) obtemos 
uma sequência exata de Aop-módulos à direita (ou ,4-módulos à esquerda):
0 -------> M* — P0* Px*  > Coker p\  > 0.
O 4̂op-módulo Coker p* será chamado de transposto do módulo M  e será 
denotado por Tr M  = Coker p*. Esta associação pode ser estendida nos morfismos, 
induzindo um funtor contravariante Tr : mod,4 — > mod A0f>, através da construção dos 
morfismos Tr /  : Tr N  — > Tr M  sempre que /  : M  — > iV é um morfismo na categoria 
mod A.
Vamos lembrar novamente que não estamos distinguindo os funtores contravari- 
antes D : mod^l — > mod^4op e D : modylop — > mod A, e também não vamos diferenciar 
os funtores contravariantes Tr : mod A — > modA°p e Tr : mod^4°p — > mod A
Definição 1.24. As translações de Auslander-Reiten são dois funtores covariantes 
t  : mod A — > mod A e r _1 : mod A — > mod A definidos pelas composições dos funtores 
contravariantes De Tr ,  isto é,
r  =  DTr e r _1 =  Tr D.
As translações de Auslander-Reiten são úteis para a construção do quiver 
de Auslander-Reiten, por exemplo, como pode ser visto em (ASS06). Além disso, 
utilizaremos o funtor r  largamente ao longo do texto.
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2 TEORIA INCLINANTE
Neste capítulo veremos de forma resumida os principais resultados a respeito 
da Teoria Inclinante Clássica. Os módulos inclinantes (tilting) foram axiomatizados em 
1982 por Happel e Ringel, e desde então eles apresentam uma enorme importância 
para o estudo da Teoria de Representações. O estudo das propriedades da categoria 
de Amódulos pode não ser simples, a depender da álgebra A. A Teoria Inclinante 
nos permite reescrever alguns problemas relacionados a uma álgebra A no contexto 
de uma álgebra B, onde estes problemas podem ser resolvidos de uma forma mais 
simples.
Começaremos o capítulo falando sobre os pares de torção na categoria mod A  
Feito isso, vamos falar sobre os módulos inclinantes de A e associaremos um quiver ao 
conjunto de módulos inclinantes. Também associaremos a certos módulos inclinantes 
certas classes de torção e livres de torção. Durante o capítulo discutiremos alguns 
resultados da Teoria Inclinante Clássica e definiremos o quiver Q(tiltA). Aqui A denota 
uma fc-álgebra de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado k e que 
possui n módulos simples.
2.1 PARES DE TORÇÃO
Neste trabalho estamos interessados em estudar alguns pares de torção asso­
ciados aos módulos inclinantes (que serão definidos na seção seguinte) e aos módulos 
r-inclinantes (a serem definidos no capítulo seguinte). Neste sentido definimos os pares 
de torção como segue.
Definição 2.1. Sejam T  e T  duas subcategorias plenas de mod A. Dizemos que o par 
ordenado (T, J7) é um par de torção se são satisfeitas as seguintes condições:
(1) Horru(M ,N) = 0 para cada M em T e  cada JVem T;
(2) se M é tal que Horru(M, X) =  0 para todo X  em T  então M é um objeto de T ;
(3) se M é tal que HorrupC M) =  0 para todo X  em T  então M é um objeto de X.
Se este é o caso, dizemos que T  é uma classe de torção e T  é uma classe 
livre de torção. Da mesma forma dizemos que os objetos de T  são objetos de torção 
e os objetos de T  são chamados de objetos livres de torção. Isto significa que pela 
propriedade (1), os objetos de T  e T  são “ortogonais” uns aos outros e por (2)e (3), 
estas classes são maximais com relação a esta “ortogonalidade”.
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Seja (T, T) um par de torção em mod A  Se M  é um Amódulo, existe uma 
sequência exata da forma 0 ------ > X   > M ------ > Y  ------ > 0, com X  e T  e
Y  e T. Além disso, se 0 ------ > X' ------ > M  > Y'  > 0 é outra sequência
exata com X' e  T  e Y' e T  então mostra-se que X  =  X' e Y  = Y'. Deste modo pode­
mos associar uma única sequência exata 0 ------ > X   > M  > Y   > 0 (a
menos de isomorfismos) ao módulo M sob as condições X e T  e Y  e T. Tal sequência 
será chamada de sequência exata canônica de M.
As subcategorias mais importantes para este trabalho são as subcategorias 
plenas cujos objetos conservem certas propriedades. Neste sentido vamos definir as 
seguintes subcategorias fechadas em mod A.
Definição 2.2. Seja C uma subcategoria plena de mod A.
(1) Dizemos que C é fechada por somas diretas finitas se para qualquer par de
Amódulos M e N em C tivermos que M ® N também está em C. É fácil ver 
que esta condição pode ser estendida para uma quantidade finita qualquer de 
Amódulos.
(2) Dizemos que C é fechada por extensões se para qualquer sequência exata curta
0 ------ > L------- > M ------ > N ------ > 0 em que os Amódulos L e  N estejam
em C, o Amódulo M também esteja em C.
(3) Dizemos que C é fechada por submódulos se para qualquer Amódulo M em C
e N  submódulo de M, temos que N também está em C. Em particular, se C é 
uma subcategoria fechada por somas diretas finitas dizer que C é fechada por 
submódulos é equivalente a dizer que SubM é subcategoria de C para qualquer 
M em C.
(4) Dizemos que C é fechada por imagens se para qualquer morfismo de Amódulos
/  : M — > N, com M em C, o Amódulo lm /  também estiver em C. Isto é 
equivalente a dizer que se M é um A-módulo e M' é um submódulo de M então 
o quociente M/M' também está em C. De fato, podemos construir a projeção 
canônica 7r : M  — > M/M' cuja imagem é o quociente lm 7r =  M/M' e por outro 
lado se /  : M — > N é um morfismo temos que lm /  =  M/Ker / ,  ou seja, existe 
um isomorfismo entre as imagens e os quocientes. Por este motivo também 
chamaremos este tipo de subcategoria de fechada por quocientes.
Utilizando a definição anterior podemos caracterizar as classes de torção 
e as classes livres de torção usando um determinado critério de fechamento pelas 
propriedades acima citadas de acordo com a seguinte proposição.
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Proposição 2.3 ((ASS06), VI.1.4).
(1) Seja T  uma subcategoria plena de mod A  Então T  é uma classe de torção para
algum par de torção (T ,F )  em mod A se, e somente se, T  é uma subcategoria 
fechada por imagens, somas diretas e extensões.
(2) Seja T  uma subcategoria plena de mod A. Então T  é uma classe livre de torção para
algum par de torção (T, T) em mod A se, e somente se, T  é uma subcategoria 
fechada por submódulos, somas diretas e extensões.
Como consequência desta proposição podemos encontrar dois pares de torção 
(dos mais importantes) como vemos nos exemplos a seguir.
Exemplo 2.4 ((ASS06), VI.1.9). Seja M um A-módulo de forma que Ext\{M,X) =  0 
para cada X e  FacM. De acordo com a Proposição 2.3 temos que FacM é uma classe 
de torção. De fato, FacM é fechada por quocientes, por extensões e por somas diretas. 
Também pode-se mostrar que M1- =  (addM)1- = {N  e  mod A | FlomA(M, N) =  0} é a 
classe livre de torção associada a FacM. Logo temos que (FacM, M1-) é um par de 
torção.
Exemplo 2.5 ((ASS06), VI.1.9). Seja M  um A-módulo tal que Ext\ ( X ,M )  =  0 para 
cada X  e SubM. Então SubM é uma classe livre de torção de acordo com a Proposição 
2.3, pois é fechada por submódulos, somas diretas e extensões. Pode-se mostrar que a 
classe de torção associada é a classe -LM  =  -L(addM ) =  {N  e modA | Horru(iV, M ) =  
0}. Desta forma (±M, SubM) é um par de torção.
2.2 MÓDULOS INCLINANTES
No capítulo anterior definimos os módulos projetivos, as coberturas projetivas 
e as apresentações projetivas para um A-módulo M qualquer. Nesta seção falaremos 
sobre os módulos inclinantes e suas relações com os módulos projetivos. Também 
descreveremos como obter um A-módulo inclinante a partir de um módulo “quase” 
inclinante.
Seja M um A-módulo. Uma resolução projetiva de (ou para) M é uma 
sequência exata da forma
j —\  h m .  7—\  — 1  h >2 7—* ^ 1  7—)  h 0  ik j t  r \  / a  j  \••• ------ >• Pm  >■ Pm_ 1 ------->• ••• ------  ̂ Pi  >■ P0 ------ ► M  >■ 0, (2.1)
onde cada Pj é um A-módulo projetivo e j  e N. Além disso, dizemos que a sequência 
exata (2.1) é uma resolução projetiva minimal de (ou para) M se h j : Pj — ► Ker hj- 1 
é uma cobertura projetiva para cada natural j  ^  1 e h0 : P0 — > M é uma cobertura
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projetiva. Não necessariamente os módulos Pj precisam ser distintos. Neste sentido 
temos a seguinte definição.
Definição 2.6. Seja A uma fc-álgebra. A dimensão projetiva de um A-módulo M é o 
menor inteiro não negativo nn para o qual existe uma resolução projetiva para M da 
forma
f \  1~~i 7—j  1  r »  ^ 1  7—j  h o  Tl yT r t0 -------------------------> P m  y P m - 1 -------------------------> • • • --------------------------------y p ± -------------------------y P o -------------------------y m -------------------------y 0
e não existe uma resolução projetiva para M da forma
h 'm - 1  K  ,  h \  ,  h '
0 ------ ► ••• — A  P[ — A  P{5 — A  M ------ ► 0.
Neste caso denotamos este inteiro m por dp M = m. Se M não admite resolução 
projetiva de comprimento finito (i.e., todas as resoluções projetivas de M como em 
(2.1) possuem infinitos módulos projetivos Pj não nulos) então diz-se que a dimensão 
projetiva de M é infinita.
Observação 2.7. Em alguns casos podemos estimar a dimensão projetiva de um 
determinado ^4-módulo através das dimensões projetivas conhecidas de outros A- 
módulos como podemos ver nos seguintes casos.
(1) Se M e N  são A-módulos então dp (M  © N) =  max{dp M, dp N }.
(2) Se 0  y L  y M  y N   y 0 é uma sequência exata em mod^
então dp M  ^  max{dp L, dp N}.
No capítulo anterior definimos o bifuntor Ext^(-, - ) .  Queremos utilizar este 
funtor para definir os módulos inclinantes. Mas antes disso vamos utilizá-lo para definir 
os módulos rígidos.
Definição 2.8. Seja M um ^4-módulo. Dizemos que M é um ^4-módulo rígido se M 
não possui auto-extensões, i.e., Ext\(M,M) = 0.
Por exemplo, se A é uma álgebra e i u m  vértice do quiver ordinário de A, 
pode-se mostrar que o i-ésimo módulo simples é rígido, pois satisfaz a condição 
Ext\(Si, Si) =  0. O próximo lema mostra que a dimensão projetiva está intimamente 
ligada com 0 funtor Ext^(-, - ) .
Lema 2.9 ((ASS06), A.4.6). Seja M um ^4-módulo. Se dp M ^  t então E x t^ (M , N) = 0 
para qualquer módulo N.
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De acordo com este lema podemos ver que qualquer A-módulo projetivo é 
também um módulo rígido, i.e., Ext^(P, P) = 0. De fato, como P é um módulo projetivo 
temos que dp P =  0, pois 0 ------ > P0 = P ------ > P ------ > 0 é uma resolução pro­
jetiva de P. Pelo Lema 2.9, como dp P =  0 temos que Ext^(P, N) =  0 para qualquer 
A-módulo N. Em particular, tomando N = P temos que Ext^(P, P) =  0, ou seja, P  é 
um módulo rígido.
Vamos utilizar os módulos rígidos para definir os módulos inclinantes parciais.
Definição 2.10. Seja A uma álgebra. Dizemos que um ^4-módulo M é inclinante 
parcial se M é um módulo rígido tal que dp M ^ 1.
A dimensão projetiva definida anteriormente mede o quão próximo um dado 
módulo está de ser um módulo projetivo. Temos que dp P  =  0 para qualquer módulo 
projetivo P  e vimos que P  é um módulo que não possui auto-extensões. Portanto 
concluímos que qualquer v4-módulo projetivo é um módulo inclinante parcial.
Definição 2.11. Seja M um ^4-módulo inclinante parcial. Dizemos que M é um A- 
módulo inclinante se existe uma sequência exata curta
0 ------ ► A ------ ► M i  > M2  > 0,
com M l,M 2 G addM.
Nem todo módulo inclinante parcial é um módulo inclinante. Por exemplo, o mó­
dulo inclinante parcial 0 não é inclinante, pois 0 ------ > A------- > 0 ------ > 0 ------ > 0
não é uma sequência exata e é a única sequência exata curta possível de obter-se 
com Mu M2 e addO, como na definição anterior. Estamos interessados em obter mó­
dulos inclinantes a partir de módulos inclinantes parciais, i.e., queremos completar os 
módulos inclinantes parciais de uma certa forma que obtenhamos módulos inclinantes.
Definição 2.12. Seja M um módulo inclinante parcial. Dizemos que o módulo X  é um 
complemento de M (a um módulo inclinante) s e M e l é u m  A-módulo inclinante.
O Teorema 2.14 mostrará que qualquer módulo inclinante parcial pode ser 
completado a um módulo inclinante. Iremos reproduzir a demonstração de (ASS06) 
pois veremos mais a diante que este resultado pode ser generalizado na realização do 
complemento de módulos r-inclinantes. Antes do teorema, mostraremos o seguinte 
lema:
Lema 2.13. Seja 0 ------ > P ------ > L ------ > N --------> 0 uma sequência exata em
mod^4, onde P é um módulo projetivo e N é um módulo rígido. Se Ext\(N, L) = 0 então 
L® N  é um módulo rígido. Além disso, se dpiV ^  1 então L®  N é um módulo inclinante 
parcial.
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Demonstração. Como P  é um módulo projetivo, temos que dp P =  0 e logo pelo Lema 
2.9 temos que Ext\(P,X) =  0 para qualquer A-módulo X. Em particular para L e 
N  temos que Ext^(P, N) =  0 e Ext^(P,L) =  0. De acordo com a Observação 1.19, 
quando aplicamos os funtores contravariantes Horru(-, N) e Horru(-, L) na sequên­
cia exata curta 0 ------ > P  > L  > N  > 0 obtemos respectivamente as
sequências exatas
Exti(JV,JV) -------------- > E x t^ i.JV )  > Exti(P,JV) (2.2)
e
Extà(JV,L) -------------- > Ext\(L,L)  -------------- ► Ext\{P,L).  (2.3)
Como N é  rígido temos que Ext^(iV, N) =  0, e já havíamos visto que Ext^(P, N) =  0. 
Pela exatidão da sequência (2.2) temos que Ext^(L, N) = 0. Analogamente temos que 
Ext^(L, L) =  0 pois Ext^(iV, L) = 0 por hipótese e Ext^(P, L) =  0 pois P  é um módulo 
projetivo, além do fato de que a sequência (2.3) é exata. Logo
Ext^(L ® N, L  © N) =  Ext\(L, L)  ® Ext^(L, N) ffi Ext^(iV, L) ffi Ext\(N, N ) =  0.
Portanto L  © N é  um módulo rígido.
Além disso, pela Observação 2.7 temos que dp L < max{dp P, dp N}. Como P  
é projetivo temos que dp P  =  0 e dp N  <  1 por hipótese. Logo dp L < 1 . Novamente 
pela Observação 2.7 temos que dp (L © iV) =  max{dp L, dp N} =  1. Logo L © N é  um 
módulo rígido tal que dp (L®N) ^  1. Portanto PffiiV é um módulo inclinante parcial. □
Então estamos prontos para mostrar que qualquer módulo inclinante parcial 
pode ser completado a um módulo inclinante.
Teorema 2.14. Seja M um módulo inclinante parcial. Então existe um A-módulo X  tal 
que M f f i l é u m  módulo inclinante.
Demonstração. Seja {ei, e2, ■ • •, £d} uma base do k-espaço vetorial Ext\{M, A). Vimos 
no Exemplo 1.18 que cada e, representa uma sequência exata da forma:
0 ------ > A Xi —^  M  ------ ► 0,
d d
para algum módulo Xim Sejam /  : Ad — > ©  X i e 5 : 0  — > Md os morfismos
i=1 i=1
induzidos pelos morfismos /* : A — » e & : X4 — > M respectivamente para cada 
* € { 1 , 2 , . . . ,  d}, isto é, os morfismos dados por
d
/(a i, a2, ■ • •, Qd) =  (/i(a i), / 2(a2), • • ■, fd(o>d)) £ e
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g(x1,x2, . . . , x d) =  (g^Xi), g2(x2) , . . . ,  gd{xd)) e Md.
Considere também o morfismo n : Ad — > A dado por
a2, . .. ,ad) =  ai + a 2 -\ b ad.
Seja X o push-out dos morfismos p e / ,  como definido no Exemplo 1.18. Pela
d
definição do bifuntor Ext^(-, - )  temos que existem u : — > X , v : A  — > X  e







->• M d -b 0.
Como vimos no Exemplo 1.18, a sequência exata inferior do diagrama (2.4) é 
um elemento de £yx\{Md,A),  que denotaremos por e. Se u{ : M  — > M d, u- : X { — >
d,
@  Xi e u" : A — > Ad são as inclusões nas i-ésimas coordenadas, podemos ver que o
i=1
seguinte diagrama comuta:





M d -> 0.
Se ^ e A é um elemento qualquer temos ^(«"(a*)) =  ^ (0 ,. . . ,  ah . . . ,  0) =  ait o 
que significa que nv![ =  1A. Desta forma, o seguinte diagrama é comutativo:
0 Xi 9i -» M
1A uu'i Ui
A — ^  X M d ->  0,
donde podemos concluir que e* =  Ext\(wi5 A)(e), pela definição do morfismo Ext^(iíi5 A).
Se aplicarmos o funtor covariante Hom^(M, - )  na sequência exata represen­
tada por e obtemos a seguinte sequência exata longa
••• -------► Horru(M , M d) Ext^(M,v4)  ► Ext \{M ,X)  -------► Ext\(M, M d) =  0,
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onde Ext 1A(M,Md) =  Ext\{M,M)d =  0 pois M  é inclinante parcial. Portanto teremos 
que Ei =  Ext^(ui,A)£ =  ó(u,), e logo cada elemento da base de Eyx\(M,A) está na 
imagem do homomorfismo de conexão 5. Portanto ô é sobrejetivo. Como a sequência 
acima é exata e Ext\(M, Md) =  0, concluímos que Coker 6 =  Ext\(M, X) =  0.
Portanto temos que 0 ------ > A------- > X  ------ > Md ------ > 0 é uma sequên­
cia exata onde A é projetivo, Md é rígido, Ext(Md,X) = Ext\(M,X)d =  0 e dp M  < 1 
pois M é inclinante parcial. Pelo lema anterior concluímos que M @X  é um módulo incli­
nante parcial. Finalmente, observando que nessa sequência temos X, Md e add (M@X) 
concluímos que o ,4-módulo M e X é u m  módulo inclinante. □
Portanto, temos que para qualquer módulo inclinante parcial M  dado é pos­
sível obter um outro módulo X  de tal forma que M  ® X  seja um módulo inclinante. 
Chamaremos esse módulo X  de complemento de Bongartz de M.
2.3 TEORIA CLÁSSICA
Se M  é um A-módulo inclinante e L , N  são dois ^-módulos na classe em 
mod 4̂ dada por T (M ) =  { I e  mod 4̂ | Ext\{M ,X )  =  0} e B  =  EndAM  é  a álgebra de 
endomorfismos de M  então existem isomorfismos funtoriais:
Homa (L, N ) “  HomB (HomA(M, L ), HomA(M, N))  e 
Ext^(L, N) =  Ext^(Horru(M, L), Homa (M, N)).
Estes isomorfismos permitem transferir as propriedades do estudo da categoria dos 
A-módulos para o estudo da categoria dos 5-módulos. Vamos discorrer mais um pouco 
sobre esta relação.
Proposição 2.15. Sejam A uma álgebra e M  um A-módulo inclinante. Então existe um 
par de torção y(M)) na categoria modB,  onde B  = End^M e
X(M )  = { l £  mod 5  | HomB(X, DM) =  0} =  {X  e  mod B  \ X ®B M =  0},
y(M) = {Y  e modB \ ExtXB(Y, DM) =  0} =  {Y  e modB \ Torf (Y, M ) =  0}.
Os detalhes sobre o produto tensorial X <s>B M  e o funtor derivado Torf ( - ,  - )  
podem ser encontrados em (Ass97). Desta forma conseguimos construir dois pares de 
torção para um dado módulo inclinante M : o par de torção (T(M ),J7(M)) em modA e o 
par de torção (X(M ),y(M )) em modB, ondeJ(M ) =  { l £  mod^l | Hom^(M,X) =  0}. 
Desta forma temos que:
(1) M  é inclinante como 5-módulo à esquerda (i.e., um 5-módulo à esquerda que
satisfaz as condições da Definição 2.11 ). A fim de evitar confusão com o yl-módulo
à direita M  denotaremos o 5-módulo à esquerda M  por BM\
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(2) existe um isomorfismo de fc-álgebras entre A e End(BM )op dado por
A 3 a i—  ̂ (o i—̂ (t i—̂ í®)) £ End(#.A^)op|
(3) os funtores HomA(M, - )  : mod^4 —  ̂mod-B e -  M : modB — > modA induzem
equivalências quase-inversas entre T{M) e y{M), i.e., temos isomorfismos para 
cada ^4-módulo X  e cada B-módulo Z\
Homa{M, X ) M =  X e  HomA(M, Z ®b  M ) =  Z\
(4) a aplicação Horru(M, - )  : mod A — > mod B pode ser restringida a uma equivalência
de categorias Hoitia(M, - )  : addT — > projB\
(5) os funtores Ext ̂ (M , —) : mod A — > modB e Torf(—,M) : mod B — > mod.4 indu­
zem equivalências quase inversas entre T{M) e X(M).
A figura a seguir ilustra como os funtores Ext\{M, - ) ,  - )  : mod,4 — >•
mod 5  e -  ®B M, Torf (—, M) : mod B — > mod A relacionam as subcategorias T (M ) e 
T{M) de mod A e X{M) e y(M) de modB.
FIGURA 1 -  Figura retirada de (ASS06), VI.3, p.209, onde T  é um A-módulo inclinante e
B  =  End^(T)°p.
Por fim, temos que se A é um álgebra e M é um ,4-módulo, podemos escrever 
o vetor dimensão de M através das dimensões dos espaços vetoriais Me* obtidos na 
representação de M sobre QA. Mais precisamente, definimos
dimM = [dirrijfcMei, dimfcMe2, dirrijfcMen],
onde dim kMej denota a dimensão de Meó como fc-espaço vetorial para j  e  {1,2, . . . ,  n}.
Pode-se mostrar que se M é um módulo inclinante, para cada par de A-módulos
Q e T (M ) e N  e T(M) temos que:
dim HomA(M,Q) = [dimfeHomj4(M i,Q), dim^HomA(M2,Q), dimfeHomA(Mn,Q)\
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e
dim Ext\(M, N) = [dimfcHom^(A'r, tMi), dimfeHom a(N,tM2), dimfeHom ̂ (iV, rM n) ] .
2.4 A QUANTIDADE DE SOMANDOS DIRETOS
INDECOMPONÍVEIS DE UM MÓDULO INCLINANTE
Nesta seção estamos interessados em utilizar a Teoria Clássica vista na seção 
anterior para descobrir a quantidade de módulos indecomponíveis que aparecem na 
decomposição de um módulo inclinante M. Queremos substituir a sequência exata da 
Definição 2.11 por uma condição mais simples de ser verificada, por exemplo, em que 
apenas seja necessário verificar a quantidade de somandos diretos indecomponíveis 
distintos não isomorfos dois a dois do módulo candidato a ser módulo inclinante.
Considerando A uma A;-álgebra vamos definir T  como o grupo abeliano livre 
cuja base é formada pelas classes de isomorfismo de A-módulos. Este grupo possui 
um subgrupo T' gerado pelos elementos M - L  - N ,  onde L , M e N  denotam as 
classes de isomorfismo de L, M e N  respectivamente, e estes módulos formam uma 
sequência exata
0 ------ > L  > M ------ > N  > 0.
Com isso definimos o grupo de Grothendieck da álgebra A como o grupo 
quociente K0(A) = F / J 7'. Este grupo satisfaz a seguinte propriedade:
Lema 2.16 ((ASS06), III.3.5). O grupo de Grothendieck K0(A) de A é um grupo abeli­
ano livre com base {[Si], [S2] , . . . ,  [£„]}> onde [Si] denota a classe de equivalência do 
í-ésimo ^4-módulo simples Si no quociente F / P .
Desta forma, dada uma classe [M\ de um v4-módulo M existem únicas cons­
tantes inteiras m^M), m2(M ), ..., mn(M) tais que
[M\ =  m i(M )[5!] +  m2{M)[S2] +  ... +  mn{M)[Sn\.
Isto define uma aplicação dim : K0(A) — > Zn que a cada classe [M\ associa os co­
eficientes definidos acima, i.e., dim ([M]) =  .. . ,m n(M)). Ainda mais,
é possível mostrar que essa aplicação é um isomorfismo de grupos abelianos, como 
pode ser visto em (ASS06). Isto significa que o posto do grupo de Grothendieck de A 
coincide com a quantidade de módulos simples não isomorfos de A. A próxima propo­
sição mostra que a quantidade de somandos diretos indecomponíveis não isomorfos 
entre si de um ^4-módulo inclinante está relacionado com o grupo de Grothendieck da 
álgebra A.
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Proposição 2.17. Considere o A-módulo T  =  Tf1 © Tl2 ® • • • ® Tsís onde 7* é inde- 
componível para cada i  e { l , 2 , . . . , s } e T j ^  2} para i ±  j .  Então T  é um ^4-módulo 
inclinante se, e somente se, T  é inclinante parcial e s é o posto do grupo K 0(A).
Demonstração. Para ver isto basta mostrar que o número de somandos diretos in- 
decomponíveis de T  (não isomorfos entre si) coincide com o posto do grupo K 0(A). 
Começamos então com duas observações.
(1) [(ASS06), Vl.3.1(b)] Vimos na Seção 2.3 que o funtor Hom^(T,- )  induz uma
equivalência de categorias entre addT e projS, onde B  = End^T.
(2) [(ASS06), Vl.4.3] A aplicação dimM ► dim HomA{T,M) -  dim Ext\{T,M)  induz
um isomorfismo entre os grupos K 0(A) e K 0(B).
(=>): Suponha que T  seja um módulo inclinante. Pela observação (1) temos que s 
coincide com o posto do grupo K 0(B), pois a cada somando direto indecompo- 
nível Ti de T  é  associado um 5-módulo projetivo indecomponível Horru(T,Tj) e 
além disso, todos os 5-módulos projetivos indecomponíveis são escritos dessa 
forma. Disto segue que a quantidade de 5-módulos simples (que coincide com 
a quantidade de S-módulos projetivos indecomponíveis) é igual a quantidade 
s de somandos diretos indecomponíveis de T. De acordo com a observação
(2), temos que os grupos K 0(A) e K 0{B) são isomorfos e logo K 0(A) e K 0(B) 
possuem o mesmo posto. Portanto s coincide com o posto do grupo K 0(A).
(«=): Por outro lado, suponha que s coincida com o posto do grupo K 0(A). Vimos 
pelo complemento de Bongartz para módulos inclinantes parciais que existe um 
módulo E  tal que T © E  é inclinante. Por (=>), como T ® E ê  inclinante temos que 
a quantidade de somandos de T @ E  coincide com o posto de K 0(A). Então temos 
que \T ® E\ = \T\, uma vez que os dois módulos possuem a mesma quantidade 
de somandos indecomponíveis não isomorfos. Logo add(T © E) = add(T), donde 
concluímos que T  é  inclinante.
□
Portanto um módulo inclinante parcial M  é um módulo inclinante se, e somente 
se, \M\ =  \A\. Desta forma dizemos que M  é módulo inclinante quase completo se 
M  é inclinante parcial e \M\ = \A\-l. Ou seja, a menos de um somando indecomponível 
o módulo M  é  inclinante. Pelo complemento de Bongartz do Teorema 2.14, vimos que 
sempre existe um complemento (neste caso indecomponível) para módulos inclinates 
quase completos. Mais geralmente, se \M\ =  s e X  é  um complemento de M  então
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Seja M  =  @ M j um A-módulo inclinante básico, com Mi indecomponível para
í=i
cada i £ {1 ,2,. . . ,  n}. Considerando a álgebra B =  EndAM, temos que os elementos 
de End^M da forma ej =  l^í : M — > M, onde 7r* : M — > Mj é a projeção canônica 
na í-ésima coordenada e t* : M» — ► M é a inclusão na i-ésima coordenada, são 
idempotentes ortogonais primitivos de B tais que lB =  ei +  e2 +  • • • +  en e então 
conseguimos os seguintes isomorfismos de B-módulos
ej.B =  Hom^(M, Mj) e ej.Be,- = Hom^(Mj,Mj),
e para cada A-módulo N temos o isomorfismo
Ext^(ejM,N) *  Ext\{M,N)el.
2.5 COMPLEMENTOS E O QUIVER Q(tiltA)
Na seção anterior vimos que qualquer módulo inclinante parcial possui um com­
plemento a um módulo inclinante. Agora trataremos especificamente dos complementos 
dos módulos inclinantes quase completos.
Nesta seção estamos interessados em analisar o que ocorre com um módulo 
inclinante parcial M  que possui dois complementos indecomponíveis (não isomorfos) a 
módulos inclinantes, ou seja, estamos interessados no caso em que M  é um módulo 
que satisfaz \M\ = \A\ -  l  e que possui dois módulos X e Y  indecomponíveis tais que 
M  ® X  e M  ® Y são módulos inclinantes. Ressaltamos que nem sempre um módulo 
inclinante quase completo possui dois complementos indecomponíveis não isomorfos, 
porém o que faremos nesta seção é estudar o caso específico em que existem (pelo 
menos) dois complementos.
Lema 2.18. Seja M  um módulo inclinante quase completo. S e l e F  são módulos 
indecomponíveis não isomorfos tais que M ® X  e M ® Y  são módulos inclinantes então
E x t^ (x ,y ) ^  o ou Ext^(y ,x) ^  o.
Demonstração. Pela definição de módulo inclinante, X e Y  são tais que dp (M@X) ^  1 
e dp (M  ® Y) < 1 e logo dp (X ® M  ® Y) < 1. Além disso, para o módulo X  ® M  © Y
é possível encontrar uma sequência exata 0 ------ > A ------ > X  ------ > Md  > 0,
de forma que X, M d e add (X  © M  ® Y). Portanto o módulo N  =  X  © M  © Y  satisfaz 
dp iV < 1 e a condição de existência de sequência exata da Definição 2.11. Logo, se 
Ext^pí @ M ® Y , X @ M ® Y )  = 0 então X  ® M  ® Y  será um módulo inclinante, porém 
temos que
\X ® M ®Y\ = \X\ + \M\ + \Y\ = n + 1 > n,
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donde N  =  X ® M ® Y  não é um módulo inclinante. Como dp N  ^  1 e existe a sequência
exata 0 ------ > A  > X   > Md  > 0 com X ,M d e addiV, para N  não ser
um módulo inclinante resta que Ext^pí ® M © Y, X  © M © Y) ±  0. Mas,
Ext\(.X @ M ® Y , X ® M ® Y ) =  Ext^(X ,Y ) © Ext^(Y,X) © Ext\(M ,M )
© Ext\(X, X) © Ext^pf, M) © Ext\(M, X)
© Exti(M , Y) © E xti(Y, M) © Ext\(Y, Y ),
onde os módulos da penúltima linha são nulos pois M @ X  ê inclinante, os módulos da 
última linha são nulos pois M  © Y  também é um módulo inclinante e Ext\(M, M) =  0 
pois M é inclinante parcial. Portanto teremos que Ext^pf, Y) ±  0 ou Ext^(Y, X) ±  0. □
No restante desta seção X  e Y  denotarão dois complementos não isomorfos 
do módulo inclinante quase completo M e fixaremos, sem perda de generalidade, que
E x ti(Y ,X )^ 0 .
O que faremos nos próximos resultados tem a intenção de mostrar que um 
módulo inclinante quase completo possui dois complementos se, e somente se, M é 
fiel (veremos esta definição mais a frente).
Seja /  : M  — > N um morfismo de ^4-módulos.
(1) Dizemos que /  é um morfismo minimal à direita se todo endomorfismo 
p : M  — > M que satisfaz /  =  fp  é um automorfismo.
M — ^  N.
M
(2) Dizemos que /  é um morfismo minimal à esquerda se todo endomorfismo 
9 : N  — > N que satisfaz /  =  9f  é um automorfismo.
M N
N.
Definição 2.19. Seja X uma subcategoria de modA e M um yl-módulo.
(1) Seja <j): X  — > M  um morfismo onde X  é um objeto de X.
(a) Dizemos que 0 (ou X) é uma ^-aproximação à direita de M  se para todo 
morfismo : X' — > M, com X' e X, existe um morfismo /  : X' — > X  tal
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que tf = (j>f\
X  — M, 
f 
X'
(b) Suponhamos que <j> seja uma Af-aproximação à direita de M. Dizemos que 
(j) (ou X) é uma ASaproxi mação minimal à direita de M  se 0 é minimal à 
direita.
(2) Seja (j>: M — > X  um morfismo, onde X  é um objeto de X.
(a) Dizemos que 0 (ou X) é -aproximação à esquerda de M se para todo
morfismo <p : M — > X ' , com X' e X, existe um morfismo /  : X  — > X ’ tal
que 0' =  /(/>:
M — X
x '.
(b) Suponhamos que 4> seja uma Af-aproximação à esquerda de M. Dizemos que
4> (ou X) é uma A^-aproximação minimal à esquerda de M se 0 é minimal 
à esquerda.
Desta forma vamos obter uma sequência canônica para um módulo inclinante 
parcial M através das aproximações acima definidas. Nossa intenção é construir uma 
sequência exata curta em que apareçam os dois complementos X  e Y  de M  e um 
objeto de add M.
Proposição 2.20 ((HU89), 1.1). Sejam X  e Y  dois complementos indecomponíveis 
não isomorfos para um módulo inclinante quase completo M que satisfazem a condição
Ext^(y,X) ^ 0. Então existe sequência exata 0 ------ > X  — E  — Y  ------ > 0
onde E  é um objeto de add M, f  é uma (addM)-aproximação minimal à esquerda e g ê  
uma (addM)-aproximação minimal à direita.
Esta proposição nos permite definir um quiver associado ao conjunto dos 
módulos inclinantes básicos t i l tA  De fato, Riedtmann e Schofield definiram em (RS91) 
o quiver Q(tiltA) da seguinte forma:
Definição 2.21. Seja A uma álgebra. O quiver Q(x\\x.A) é o quiver onde:
(1) o conjunto de vértices de <3(tiltA) é o conjunto das classes de isomorfismo de 
A-módulos inclinantes básicos e;
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(2) sejam 7\ e T2 dois módulos inclinantes básicos tais que Ti = M  ® X  e T2 =  M  © Y, 
com X  e Y  indecomponíveis. Se existe uma sequência exata curta
com M' e addM, colocamos uma flecha Ti — > T2 em Q(tiltA).
Tal quiver é denominado quiver inclinante de A.
Por outro lado, o conjunto de módulos inclinantes tem uma ordem parcial 
dada por: Ti ^  T2 se e somente se FacTi d  FacT2. Denotaremos por Ti > T2 se 
FacT2 Ç FacTi. Esta ordem parcial permite definir o quiver da ordem parcial onde:
(1) o conjunto de vértices é o conjunto de classes de isomorfismo de ^4-módulos
inclinantes básicos t iltA\
(2) existe uma flecha entre os vértices Ti e T2 se T± > T2 (ou seja, FacT\ 2  FacT2) e
não existe um módulo inclinante T3 tal que Ti > T3 > T2.
Estes quivers estão relacionados através do seguinte teorema.
Teorema 2.22 ((LZ15), 4.1). O quiver inclinante Q(tiltA) coincide com o quiver da 
ordem parcial definido como acima.
No exemplo a seguir veremos uma álgebra cujo quiver inclinante é finito e 
conexo. Em geral isso não é verdade, como veremos no caso da álgebra de Kronecker.
Exemplo 2.23. Seja A a álgebra cujo quiver ordinário é
0 ------ > X   > M'  > Y   y 0
Qa : 1 <  2 <------- 3.
Então o quiver inclinante desta álgebra é dado por:
1 © \ © 2
1 0 3 0  23 2 © \ © 2
onde os vértices deste quiver representam todos os módulos inclinantes básicos a 
menos de isomorfismos.
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Exemplo 2.24. Considere a álgebra de Kronecker cujo quiver ordinário é
Q : 1 j  2.
Então o quiver inclinante dessa álgebra é dado pelas componentes conexas:
v 2 2 2 2  / T \  2 2 2  v 2 2 2  / t \  2 2  v 2 2  s t \  O .' ' ' ► 111 tb il r h  i > 1
,  ,  ,__ __________v. 2 2 2  m  2 2   y  2  / t \  2 2  y  2  m  1
r 1111 tb 111 ^ 11 tb 111 ^ il tb
Observe que neste caso o quiver inclinante é formado por duas componentes conexas 
e pode-se mostrar que ambas possuem infinitos elementos.
O próximo teorema mostra que cada módulo inclinante quase completo possui 
no máximo dois complementos não isomorfos. Na sequência mostraremos que cada 
vértice do quiver Q(tiltA) está conectado a no máximo n outros vértices de Q(tiltA).
Teorema 2.25 ((HU89), 1.2). Seja M um módulo inclinante quase completo, então 
existem no máximo dois complementos básicos indecomponíveis para M.
Demonstração. Sejam X  e Y  dois complementos indecomponíveis básicos não isomor­
fos para M tais que Ext^(Y, X) ±  0, e suponhamos que exista um terceiro complemento 
indecomponível básico Z não isomorfo a nenhum dos anteriores. De acordo com a Pro­
posição 2.20, existe uma sequência exata 0  > X------- > E   > Y   > 0,
com E  g addM. A Observação 1.19 nos diz que aplicando os funtores HomA(Z, - )  e 
HomA( - ,  Z) nesta sequência exata obtemos respectivamente duas sequências exatas:
Ext\{Z,E)  ► Ext^(Z,Y)  ► Ext2a(Z,X) e (2.5)
Ext\{E,Z) ------ ► Ext\{X,Z) ------ > Ext^(y,Z). (2.6)
Temos que Z ® M é  um módulo inclinante, logo Ext\{Z © M,Z  ® M) =  0 e 
portanto Ext^(Z, M ) =  0 e Ext\(M, Z) = 0. Como E  g  addM temos que Ext\(Z, E) = 0 
e Ext\(E, Z) = 0. Além disso, pela Observação 2.7, como Z ® M  e Y © M  são módulos 
inclinantes temos que dp Z < dp (Z © M) < 1 e dp Y  < dp {Y © M) <  1. Portanto pelo 
Lema 2.9 temos que Ext^(Z, U) =  0 para qualquer módulo U e Ext^(Y, V) =  0 para 
qualquer módulo V. Tomando U = X e V  = Z temos Ext2A(Z,X) =  0 e Ext^(Y, Z) =  0. 
Substituindo estas informações nas sequências exatas (2.5) e (2.6) obtemos que 
Ext\(Z,Y) =  0 e Ext\{X,Z) =  0. De acordo com o Lema 2.18, como Z e X  são 
complementos básicos indecomponíveis não isomorfos do módulo inclinante quase 
completo M e Ext^pf, Z) =  0, concluímos que Ext\(Z,X) ±  0- Então pela Proposição 
2.20 existe uma sequência exata 0  > X   > E'------- > Z ------ > 0 com E' g
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addM. Aplicando o funtor covariante HorTu(Y, - )  nesta sequência exata obtemos, de 
acordo com a Observação 1.19, a sequência exata
Ext\{Y,E') ------ > Ext\(Y,Z) ------ > Ext2A(Y,X).
Tomando V  = X  na igualdade Ext^(Y, V) =  0 temos que Ext2A(Y,X)  =  0. Além disso, 
como Y  © M é inclinante temos que Ext^(Y  ® M, Y  ® M) =  0 e logo Ext^(Y, M) =
0. Desta forma, como E' e add M temos que E xt^Y ,# ') =  0. Substituindo estas 
informações na sequência exata anterior obtemos que Ext\(Y , Z) =  0. Portanto vimos 
que Exta (Z ,Y)  =  0 e Ext^(Y, Z) =  0, logo Y  © M  © Z é um módulo inclinante. Isso é 
uma contradição, pois um ^-módulo inclinante tem exatamente n = \M © Z\ somandos 
diretos indecomponíveis não isomorfos e \Y © M © Z\ = n +  1. □
Vimos nos exemplos de quiver inclinante (Exemplos 2.23 e 2.24) que no caso
da álgebra cujo quiver ordinário é QA ■ 1 <------  2 <--------3 cada vértice do quiver
Q(tiltA) está ligado a no máximo dois outros vértices de Q{t\\tA) e no caso da álgebra 
de Kronecker cada vértice está ligado a no máximo outros dois vértices do quiver 
inclinante. O corolário a seguir mostra que existe uma relação geral entre a quantidade 
de vértices ligados a um vértice dado em Q(tilt A) e a quantidade de módulos simples 
indecomponíveis de A.
Corolário 2.26. Seja A uma álgebra. Cada vértice no quiver inclinante Q(tiltA) está 
conectado a no máximo n outros vértices.
Demonstração. Seja M = Mi © M2 © ■ ■ • © Mn um módulo inclinante básico. Consi­
derando Nk =  ^  Mj, onde Jk =  {1 ,2 ,..., n} \ {£ } para cada k e { 1 ,2 ,..., n}, temos
que Nk é um módulo inclinante quase completo, e além disso, qualquer somando direto 
de M que seja inclinante quase completo é dessa forma. Pelo teorema anterior, cada 
módulo Nk possui no máximo dois complementos a módulo inclinante, sendo que um 
desses complementos é o módulo Mk. Então para cada k e { 1 , 2 existe no 
máximo um complemento para Nk distinto de Mk. Logo existem no máximo n módulos 
inclinantes que possuem um somando direto inclinante quase completo em comum 
com M. Pela definição do quiver inclinante, existem no máximo n vértices conectados 
ao vértice representado por M. □
Seja M um A-módulo. Diremos que o anulador à direita d e M é o  conjunto
Ann M = {a G A \ Ma =  0}.
Este conjunto nunca é vazio, uma vez que 0 e  Ann M para qualquer A-módulo M. 
Além disso, é fácil ver que este conjunto é um ideal bilateral de A. Podemos estender
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esta definição para subcategorias de mod A da seguinte forma: seja C uma subcategoria 
de mod A, então o anulador à direita de C é o conjunto
Ann C =  {a e A \ Ma =  0, VM e C}.
Observação 2.27. Vamos dizer que o ^4-módulo M é fiel se Ann M =  {0}. Pode-se 
mostrar que dizer que um módulo M é fiel é equivalente a dizer que para qualquer base 
{ h ,  f 2, ■■■, fd} de Horru(A M) (como k-e spaço vetorial) a aplicação /  : A — > Md dada 
por /  =  [fi, f 2, ■ ■ ■, fdf é injetiva. Dualmente, dizer que M é fiel é equivalente a dizer 
que para qualquer base {gi,g2, ■ ■ ■, gd} do A;-espaço vetorial Horru(M, D^) a aplicação 
9 = [9i ,92, ■ ■ ■, gd] ■ Md — > DA é sobrejetiva.
Com a observação anterior podemos obter uma importante propriedade dos 
módulos inclinantes que será retomada no Capítulo 3, onde generalizaremos esta 
propriedade para uma classe de módulos que inclui os módulos inclinantes.
Teorema 2.28. Seja A uma álgebra. Se M é um A-módulo inclinante então M é  fiel.
Mais ainda, podemos utilizar a noção de módulo fiel para caracterizar os 
módulos inclinantes quase completos com relação a quantidade de complementos a 
módulo inclinante que esse possui.
Teorema 2.29 ((LZ15), 3.2). Seja M um módulo inclinante quase completo. Então 
M tem exatamente dois complementos se é fiel. Caso contrário, existe apenas um 
complemento.
2.6 CLASSES FUNTORIALMENTE FINITAS EM mod,4 E MÓDULOS INCLINANTES
Nesta seção estamos interessados em relacionar os módulos inclinantes com 
subcategorias de mod^4 que fazem parte de pares de torção. Para isso iremos utilizar 
as aproximações definidas na seção anterior, de acordo com a seguinte definição.
Definição 2.30. Sejam M  uma subcategoria de modA e X  uma subcategoria de M.  
Dizemos que X  é contravariantemente finita em M  se todos os ^4-módulos em M  
possuem ^-aproximação à direita. Analogamente, se todo A-módulo em M  possui 
T^-aproximação à esquerda, dizemos que X  é covariantemente finita em M.  Além 
disso, se X  é covariantemente finita e contravariantemente finita dizemos que X  é 
funtorialmente finita em M.
Durante o texto estaremos interessados em associar pares de torção aos 
módulos inclinantes (e futuramente aos módulos r-inclinantes também). Uma das
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propriedades desejadas para estas classes é que elas sejam funtorialmente finitas. 
Pode-se mostrar que as classes de torção sempre são contravariantemente finitas e as 
classes livres de torção são covariantemente finitas.
Seja C uma subcategoria plena de mod A  Dizemos que o Amódulo M e C é  
Ext-projetivo em C se Ext\{M, C) =  0 para todo C e C. Dualmente, dizemos que 
M e C é  Ext-injetivo em C se Ext^(C, M) = 0 para cada C e C. É importante ressaltar 
que para um Amódulo M ser Ext-projetivo ou Ext-injetivo em uma subcategoria C, 
este módulo deve pertencer à subcategoria C. Sempre que o módulo nulo estiver na 
subcategoria C ele será tanto um módulo Ext-projetivo quanto um módulo Ext-injetivo 
na referida subcategoria.
Denotaremos por P(C) a soma direta de uma cópia (a menos de isomorfismos) 
de cada módulo Ext-projetivo indecomponível em C. Analogamente denotaremos por 
I(C) a soma direta de uma cópia (a menos de isomorfismos) de cada módulo Ext-injetivo 
indecomponível em C.
O seguinte teorema relaciona as classes T  e T  de um par de torção (T, T) com 
os módulos P(T) e I(P) e com as classes de torção e livres de torção funtorialmente 
finitas.
Teorema 2.31 ((Sma84)). Seja {T ,T)  um par de torção em modA
(A) São equivalentes:
(1) T  é funtorialmente finita;
(2) T  =  FacX para algum Amódulo X\
(3) P(T) é um {A/Ann T)-módulo inclinante;
(4) T  =  Fac(P(T)).
(B) São equivalentes:
(5) T  é funtorialmente finita;
(6) T  =  SubY para algum Amódulo Y\
(7) I{T) é um (^4/Ann ^-m ódu lo  coinclinante;
(8) T  =  Sub(/(77)).
Em (Sma84) vemos também que T  é funtorialmente finita se, e somente se, T  é 
funtorialmente finita. Desta forma, todas as afirmações de (1) até (8) são equivalentes. 
Utilizaremos bastante essas equivalências nos próximos capítulos.
Considerando um módulo inclinante parcial M podemos mostrar que as clas­
ses FacM e T(M) = {X  e mod^4 | Ext\(M,X) =  0} são classes de torção cujas
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classes livres de torção associadas são T{M)  =  {X  e  mod 4̂ | HomA(M,X) =  0} 
e Sub( tM ) respectivamente. Além disso, pode-se mostrar que M é um módulo Ext- 
projetivo na classe de torção FacM, e pela definição de T(M) temos também que M é 
Ext-projetivo em T{M). Desta forma construímos dois pares de torção (Fac 
e (T(M ), Sub(rM)). O próximo teorema caracteriza os módulos inclinantes através 
destes dois pares de torção.
Lema 2.32 ((ASS06), Vl.2.5). Seja M um módulo inclinante parcial. As seguintes 
condições são equivalentes:
(1) M é um módulo inclinante;
(2) FacM =  T(M)\
(3) F(M) — Sub(rM);




No capítulo anterior definimos os módulos inclinantes e vimos que um módulo 
inclinante quase completo básico é sempre somando de, no máximo, dois módulos 
inclinantes básicos. Porém, nem todos os módulos inclinantes quase completos básicos 
são somandos de exatamente dois módulos inclinantes básicos. Vimos que um módulo 
inclinante quase completo básico é somando de exatamente dois módulos inclinantes 
básicos se, e somente se, ele é fiel (ver o Teorema 2.29). Neste capítulo veremos uma 
generalização para o conceito de módulos inclinantes e algumas propriedades que 
também podem ser generalizadas como por exemplo, o complemento de Bongartz. 
Neste capítulo nos basearemos principalmente no artigo “r-tilting theory” (AIR14).
3.1 MÓDULOS r-INCLINANTES
No Capítulo 1 vimos que existem dois funtores D, ( - ) * :  mod^4 —̂ > mod A p que 
são usados para definir o funtor de Nakayama v = D ( - ) * : mod A — >• mod A  que a cada 
A-módulo M associa o Amódulo DHomA(M,A). A partir destes funtores definimos 
um novo funtor r  : mod A — > mod A denominado translação de Auslander-Reiten da 
seguinte forma: para cada módulo M construímos sua apresentação projetiva minimal 
Pi P1 > P0 po > M  s> 0 e aplicamos o funtor ( - ) *  obtendo a sequência exata
0  > M* — P0* Pl -------> Coker p\--------> 0. (3.1)
Se aplicarmos o funtor D na sequência exata (3.1) obtemos uma nova sequência exata
0 ------ >• tM  > vPx zaP0 vM ------ >■ 0,
pois DTr M = tM  e v =  D (-)*, ou seja, tM  é o núcleo da aplicação vpi.
Em outras palavras, o funtor r é a  composição dos funtores D e T r . Este fato 
permite definir o funtor inverso de r , dado por r _1 =  Tr D. No capítulo anterior vimos 
que um módulo rígido é um Amódulo M que satisfaz a condição Ext\{M, M) =  0. A 
próxima definição busca generalizar esta definição.
Definição 3.1. Dizemos que M é  um Amódulo r-rígido se Homa(M,tM) = 0.
Esta condição não generaliza a definição de módulo rígido. De fato, considere 
a álgebra A cujo quiver ordinário é dado por
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e o módulo M = 2 ® j . Pode-se mostrar que N é um módulo rígido, pois Ext^(iV, N) = 0,
tal que Hom a(N,tN) ±  0, uma vez que Horru ( 2 , 2 )  ^  o e r ( | )  =  Mais a frente 
veremos qual é a correta generalização fornecida pelos módulos r-rígidos.
Vamos dizer que M é um A-módulo r-rígido de tipo m e N se M é r-rígido e 
\M\ = m. Por exemplo, sobre a álgebra A dada pelo quiver
/•  \
1 <-------  3--<------   4
2
pode-se mostrar que 0 módulo S%®S1 é um módulo r-rígido, onde Si denota 0 i-ésimo 
módulo simples, de forma que ISf ® Sí \ =  2 pois este módulo possui 2 somandos 
indecomponíveis não isomorfos entre si.
Definição 3.2. Dizemos que M é um ^-módulo r-inclinante se M é um módulo
r-rígido e \M\ = \A\.
Em particular, um módulo r-inclinante é um módulo r-rígido de tipo |i4|. Vere­
mos na próxima seção que este conceito generaliza a definição de módulo inclinante. 
Por exemplo, na álgebra A = kQA cujo quiver ordinário é dado por
Qa ■ 1 <-------  2 <-------  3,
temos que 0 módulo M  =  2 ® | ® 2 é u m  módulo r-inclinante, pois Hom A(M, t M )  = 0 
e\M\ = \A\.
Definição 3.3. Dizemos que M é um ^4-módulo r-inclinante quase completo se M
é um módulo r-rígido e \M\ = \A\ -  1.
Os módulos r-inclinantes quase completos sempre podem ser completados 
a módulos r-inclinantes, de uma forma análoga ao complemento de Bongartz para 
módulos inclinantes quase completos, como visto no Capítulo 2. Este fato será melhor 
abordado na Seção 3.4. Ainda mais, a próxima definição apresenta uma classe funda­
mental de módulos em alguns quocientes de álgebras, a serem utilizados nos próximos 
capítulos.
Definição 3.4. Dizemos que M  é um ^4-módulo de suporte r-inclinante se existe 
um idempotente e  e A tal que M é um (^4/(e))-módulo r-inclinante. Em particular, se 
tal idempotente e é não nulo, dizemos que M é um módulo de suporte r-inclinante 
próprio.
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Denotaremos por r-tiltA a subcategoria plena de modA cujos objetos são 
todos os módulos T-inclinantes básicos. Analogamente, denotaremos por sr-tiltA e 
tiltA  as subcategorias plenas de modA formadas pelos módulos básicos de suporte 
r-inclinante e módulos inclinantes básicos, respectivamente.
Exemplo 3.5. Na álgebra A cujo quiver ordinário é dado por
Qa '■ 1 <-------- 2 <-------  3,
temos que o módulo 1 © \ é r-inclinante quase completo, pois possui |A| -  1 = 2 
somandos diretos indecomponíveis não isomorfos entre si. Observe ainda que esse 
módulo é de suporte r-inclinante, pois 1 ® \ é um (A/(e3))-módulo r-inclinante, uma 
vez que temos |1 © \ \ =  |A/(e3)| e HorTu/(e3) (1 © \ , r  (1 © ?)) =  0.
Obviamente módulos r-inclinantes são módulos de suporte r-inclinante (para 
ver isto basta tomar o idempotente e =  0 na definição anterior). Portanto, dada uma 
álgebra A podemos ver que
sr-tiltv4 =  r-tilt A psr-tilt A,
onde psr-tiltA  denota a subcategoria de modA formada por todos os módulos de 
suporte r-inclinante próprios, i.e., módulos de suporte r-inclinante que não são r- 
inclinantes.
3.2 MÓDULOS INCLINANTES SÃO MÓDULOS r-INCLINANTES
No capítulo anterior vimos um pouco sobre o estudo da teoria inclinante, e 
principalmente os módulos inclinantes. Nesta seção mostraremos que os módulos 
inclinantes são também módulos r-inclinantes. Isso nos mostrará que a classe dos 
módulos inclinantes está contida na classe dos módulos r-inclinantes. Desta forma 
mostraremos que o conceito de módulo r-inclinante generaliza o conceito de módulo 
inclinante. Portanto, se houver algum método para encontrar os módulos r-inclinantes, 
usando este mesmo método poderemos encontrar os módulos inclinantes.
Na Subseção 1.3.5 definimos as categorias quociente modA e mõdA que são 
respectivamente obtidas excluindo-se os morfismos que se fatoram por projetivos 
e injetivos, respectivamente. Queremos relacionar os conjuntos de morfismos nas 
categorias modA, modA e modA. A proposição seguinte, denominada de “Fórmulas de 
Auslander-Reiten”, estabelece conexões entre os conjuntos de morfismos de modA e 
de suas categorias quociente.
Proposição 3.6 ((ASS06), IV.2.13). Sejam M ,N  dois A-módulos. Então existem iso- 
morfismos
Ext\{M ,N )  ^  DHomA(r -1 iV, M) ^  DHÕma { N , t M).
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Como queremos estabelecer uma analogia entre os módulos inclinantes e os 
r-incli-nantes, devemos lembrar que uma das condições necessárias para que um 
A-módulo seja inclinante é possuir dimensão projetiva menor ou igual a 1 . Desta forma 
a próxima proposição mostra o que ocorre com a Proposição 3.6 no caso em que 
dp M ^  1.
Proposição 3.7 ((ASS06), IV.2.14). Sejam M, N dois vi-módulos onde dp M ^  1 . Então
Ext\(M, N) “  DHorru(iV, rM ).
Com este último resultado podemos estabelecer uma comparação entre os 
módulos rígidos e os módulos r-rígidos sobre uma mesma álgebra A.
Corolário 3.8. Seja M um ^4-módulo.
(1) Se M é um módulo r-rígido então M é um módulo rígido.
(2) Se M é um módulo rígido e dp M ^  1 então M é um módulo T-rígido.
Demonstração.
(1) Assumindo que M é um módulo r-rígido temos que Homa ( M , t M )  = 0, e logo pela
Proposição 3.6 temos que
E x t “  DHõma(M,tM) “  D(0) =  0,
pois se H o m = 0 temos Hom^M, t M )  = Hom,4(M, t M ) / T ( M ,  t M )  = 0. 
Portanto M é um módulo rígido.
(2) Suponhamos que M seja um módulo rígido tal que dp M ^  1 , então pela Proposição
3.7 temos que
HomA(M,tM) “  D(DHoma(M,tM)) “  D(Ext^(M,M)) =  D(0) =  0. 
Portanto M é um módulo r-rígido.
□
Portanto conseguimos relacionar os módulos rígidos e r-rígidos. Na sequência 
vamos utilizar estas relações para mostrar que a ideia dos módulos r-inclinantes 
generaliza a ideia dos módulos inclinantes.
Teorema 3.9. Se M é um ^4-módulo inclinante então M é um ^4-módulo r-inclinante.
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Demonstração. Suponhamos que M  seja um módulo inclinante. Primeiramente temos 
que E x t =  0 e dp M  < 1. Logo pelo item (2) do Corolário 3.8, temos que 
M  é um módulo r-rígido. Além disso, vimos no Teorema 2.17 que a quantidade de 
somandos indecomponíveis não isomorfos dois a dois de um módulo inclinante é o 
posto do grupo K Ü{A), que coincide com \A\. Logo \M\ =  \A\ e portanto M  é um módulo 
r-inclinante. □
3.3 MÓDULOS t-INCLINANTES, SINCERIDADE E FIDELIDADE
Na seção anterior vimos através das Fórmulas de Auslander-Reiten que existem 
isomorfismos Ext\(M ,N )  = DHom (̂t ^ N .  M ) =  DHõrrü(N ,t M). Nesta seção utiliza­
remos esta ideia para observar certas propriedades acerca dos módulos r-inclinantes.
Como definido antes, se C é uma subcategoria de modv4, dizemos que M  e  C é 
um módulo Ext-projetivo em C se Ext\{M, X ) =  0 para qualquer X  e  C. Por simplicidade 
denotaremos esta última condição por Ext\(M,C) = 0. Essa noção pode ser dualizada 
para o caso dos módulos Ext-injetivos em C, que são módulos M  tais que Ext^(C, M) 
(i.e., Ext\ {X ,M )  = 0 para cada X  e C). Como dito anteriormente, denotaremos por 
P(C) a soma direta de um representante de cada classe de isomorfismo de módulos 
Ext-projetivos indecomponíveis de C, e por I(C) a soma direta de um representante de 
cada classe de isomorfismo de módulos Ext-injetivos indecomponíveis em C.
Lema 3.10. Seja M  um ^4-módulo com envolvente injetiva h : M  — > I (M ).  Se 
g : I { M ) — > Q é  um morfismo tal que gh : M  — > Q é  monomorfismo então g 
também é monomorfismo.
Demonstração. Sabemos que Ker g é um submódulo da envolvente injetiva I(M) de M. 
Se Ker g =  0 então temos que g é um monomorfismo pela Observação 1.2. Suponhamos 
então que Ker g ^  0. De acordo com a Observação 1.3 temos que lm h n Ker g ±  0, 
ou seja, existe 0 ^  x e  lm h n Ker g. Como x e  lm h é não nulo, existe m  e M não 
nulo tal que X  = h(m). Logo g(h(m)) =  0, pois X  = h(m) e Ker g. Porém gh é  um 
monomorfismo, e acabamos de mostrar que g(h(m)) =  0 para um elemento m d e M  
que é não nulo. Então temos um absurdo, donde concluímos que Ker g = 0, ou seja, g 
é um monomorfismo. □
Estamos interessados em verificar sob quais condições um módulo M  é  um 
módulo Ext-projetivo em FacM. A proposição a seguir será fundamental para o restante 
do texto e será utilizada em muitos dos teoremas nos próximos capítulos. O dual desta 
demonstração pode ser encontrado em (AS81).
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Proposição 3.11. Sejam M , N  dois A-módulos. Então temos que
Homa(M,tN) =  0 se, e somente se, Ext\(N, FacM) = 0.
Demonstração. Suponhamos que HomA(M, tN ) =  0 e que M' seja um objeto de FacM. 
Seja /  e Hom a(M',tN) um morfismo e seja % : M d — > M' a projeção canônica de 
M d no quociente M', para algum inteiro d ^  1. Temos que a composição f o n e  
HomA(M d,r N )  é nula, pois Homa(M,tN) =  0. Desta forma /  o n =  0 e, como n é 
um epimorfismo, segue da Observação 1.1 que /  =  0, donde HomA(M',tN) =  0. 
Logo, pelas fórmulas de Auslander-Reiten temos que Ext^(iV, M') =  DHom^M', rN ) = 
D(0) =  0, donde ExtA(N, M ') =  0 para cada M' e FacM, i.e., Ext^(iV, FacM) =  0.
Suponhamos agora que Ext^(iV, FacM) = 0. Em particular temos que Ext^(iV, M) =
0 pois M e  FacM e pelas fórmulas de Auslander-Reiten segue que Horru(M ,t N) = 0. 
Vamos mostrar que Hom a (M ,t N) =  0. Suponha que exista /  : M — > t N  morfismo 
não nulo. Se M ' é a imagem do morfismo /  temos que M' = M/Ker /  e FacM. Logo 
temos que a inclusão i : M'  — > t N  é  um monomorfismo (pois é uma inclusão) e é 
não nulo pois supomos que /  ^  0, donde lm /  ±  0. Por hipótese, como M' e  FacM 
temos que Ext\(N, M') = 0 e pela Proposição 3.6 temos que HomA(M', tN ) = 0. Como 
i : M' — > t N  é um morfismo não nulo e Hoitu(M ',tíV) =  0, temos que i se fatora por 
algum módulo injetivo I, ou seja, existem morfismos j  : M' — > I  e t : I  — > t N  tais 
que i = tj. Seja h : M'  — > I(M')  a envolvente injetiva de M'. Como I  é injetivo, temos 
pela definição de módulo injetivo que existe um morfismo s : I(M')  — > I  que faz o 
seguinte diagrama comutar:
0 ------ ► M' —
j
I
Desta forma % =  tj = tsh, o que significa que % se fatora pelo morfismo h. Como
1 =  (ts)h é monomorfismo e h é  a envolvente injetiva, pelo lema anterior ts também 
é um monomorfismo. Por outro lado, como I{M') é injetivo, ts : I{M') — > tN  é um 
monomorfismo que cinde e logo I(M') é  um somando direto de tN, o  que é absurdo 
pois tN  não possui somandos diretos injetivos. □
Além disso, a proposição anterior permite concluir que os módulos r-rígidos 
são módulos Ext-projetivos em determinadas classes, como podemos ver no seguinte 
corolário.
Corolário 3.12. Seja M um A-módulo r-rígido. Então M é um módulo Ext-projetivo em 
FacM.
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Demonstração. Como M  é um módulo r-rígido temos que Homa (M ,tM) =  0. Pela 
proposição anterior temos que Ext(M, FacM) =  0. Como M  e FacM segue que M é 
um módulo Ext-projetivo em FacM. □
Vimos no Teorema 2.31 que se T  é uma classe de torção da forma T  = FacX 
então T  é uma classe de torção funtorialmente finita. O corolário anterior mostrou 
que cada módulo T-rígido é um módulo Ext-projetivo na classe adequada. Sob certas 
condições, este corolário associa cada módulo r-rígido a uma classe de torção funtori­
almente finita. Por outro lado, o próximo corolário mostra que a cada classe de torção 
temos associado ao menos um módulo Ext-projetivo r-rígido.
Corolário 3.13. Se T é  uma classe de torção em modA então o módulo Ext-projetivo 
P(T) é um módulo r-rígido.
Demonstração. Como P(T) é um módulo Ext-projetivo em T, temos por definição 
que Ext\{P(T),T) =  0. Pela Proposição 2.3, a classe de torção T  é fechada por 
quocientes e logo FacP(T) c  T. Portanto da igualdade Ext^(P(T),T) =  0 segue que 
Ext\{P{T), FacP(T)) =  0. Pela Proposição 3.11 temos que Horru(P(T),rP (T)) =  0, 
ou seja, P(T) é um módulo r-rígido. □
Desta forma as classes de torção em mod A nos fornecem módulos r-rígidos, 
de forma que dada uma classe de torção T, o módulo Ext-projetivo P(T) é um módulo r-  
rígido. Este resultado será usado, por exemplo, no momento de realizar o complemento 
de Bongartz para módulos r-rígidos.
Na primeira seção deste capítulo definimos que um módulo r-rígido M  é 
de tipo m quando |M| = m. A princípio, não temos nenhuma limitação sobre os 
“tipos” de módulos r-rígidos. Mostraremos a seguir como a quantidade de somandos 
indecomponíveis (não isomorfos dois a dois) de um módulo r-rígido se relaciona com a 
quantidade de módulos simples da álgebra.
Lema 3.14. Sejam A uma álgebra e M um ^4-módulo. Então existe um idempotente
e e A tal que \A/Ann M\ = \A/(e)\. Em particular \A/knn M| < \A\.
Demonstração. Sabemos que se A é uma álgebra então \ A\ coincide com a quantidade 
de módulos projetivos indecomponíveis de A. Vamos mostrar que as álgebras A jAnn M 
e A f{e)  possuem a mesma quantidade de módulos projetivos, onde e é o idempotente 
maximal que torna M um (A/(e))-módulo.
Sejam {ei, e2, . . . ,  en} um conjunto completo de idempotentes ortogonais primi­
tivos de A e I  um ideal bilateral de A. Então o conjunto {e* + 1 \ i e { 1 , 2 , . . . ,  n}, e* 0 1} 
é um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de A/I.
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Considere ei =  e* + Ann M a classe de equivalência do idempotente e, no quoci­
ente ^4/Ann M. Então temos que ê^4/Ann M) =  e^/e^Ann M). Se e^A/e^Ann M) =  0 
temos que c  e,(Ann M), o que significa que ejO g ê Ann M c  Ann M para qualquer 
a e  A. Em particular, para a =  U , temos que e* g Ann M.
Analogamente, se e- =  e* +  (e) é a classe de equivalência de e* em A/(e) 
então a condição e-(^/(e)) = e^ /e^ e) =  0 também indica que e* g (e). Além disso, os 
idempotentes que estão em Ann M são os mesmos idempotentes primitivos ortogonais 
que estão em (e), pois e{ g Ann M se, e somente se, M e  * = 0. Portanto ê^4/Ann M ) = 
0 se, e somente se, e-(A/(e)) =  0. Desta forma
\A/Ann M\ =  \A/(e)\ < \A\.
□
Vimos no Teorema 2.14 que qualquer módulo inclinante parcial pode ser com­
pletado a um módulo inclinante e também vimos que os módulos inclinantes possuem 
exatamente \A\ somandos diretos não isomorfos dois a dois (Proposição 2.17). Isto 
significa que se M  é um módulo inclinante parcial então temos \M\ < \A\. Podemos 
construir um resultado análogo para os módulos r-rígidos.
Proposição 3.15. Se M  é um ^4-módulo r-rígido então \M\ ^ \A\.
Demonstração. De acordo com o Corolário 3.12, M  é um módulo Ext-projetivo em 
FacM, o que significa que M  g addP(FacM). Portanto \M\ ^  |P(FacM)|, pois por 
definição todos os somandos diretos indecomponíveis de M  são também somandos 
diretos de P(FacM ). Por outro lado, sabemos que P(FacM ) é um (^4/Ann M)-módulo 
inclinante, uma vez que o Teorema 2.31 nos diz que P(FacM ) é um módulo inclinante 
sobre A/knn (FacM) pois FacM é uma classe de torção funtorialmente finita e, por 
outro lado, temos que Ann (FacM) =  Ann M. Logo |P(FacM)| =  |A/Ann (FacM)| = 
\A/knn M\. No Lema 3.14 vimos que |^4/Ann M| ^  |̂ 4|. Portanto:
|M| ^ |P(FacM)| =  |^/Ann M| ^ \A\.
□
A proposição anterior nos permite enxergar que módulos r-inclinantes são r -  
rígidos maximais, no sentido que, se M é um módulo r-inclinante e X  é um módulo tal 
que M © X  também é um módulo r-inclinante então X  g addM. De fato, suponhamos 
que M ® X  seja r-rígido também, então temos que |M| =  |^| (pois M é r-inclinante), 
\M\ < \M@X\ (pois M é somando de M @ X )  e |M©X| < \A\ (pois M @ X  é  r-rígido). 
Portanto |̂ 4| =  |M| ^  |M © X\ ^  |̂ 4| e logo |M| =  \M © X\. Deste fato segue que 
addM =  add(M © X ),  donde X  G addM.
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Dizemos que M  é um módulo sincero se não existe idempotente não nulo e e  
A tal que Me = 0 (isto é, o anulador à direita de M  não possui idempotentes não nulos) 
e se M  é um módulo de suporte T-inclinante vemos que #(Supp(M)) =  \M\ =  s(M),  
onde s(M)  denota a quantidade de módulos simples que são fatores de composição 
de M.  Mostraremos mais a frente que um módulo r-rígido é r-inclinante se, e somente 
se, é um módulo T-rígido sincero. Desta forma um módulo de suporte T-inclinante M  
é um módulo sincero se, e somente se, \M\ = s(M ) =  |̂ 4|. Vale a pena ressaltar que 
i e  Supp(M) se, e somente se, o i-ésimo módulo simples Si é fator de composição de 
M.
Sejam A uma A;-álgebra e / u m  ideal bilateral de A. Como vimos no Exemplo
1.20, o epimorfismo A — *~A/I induz uma inclusão de categorias mod(A/I) — y 
mod(A), isto é, podemos enxergar (A//)-módulos como sendo ,4-módulos.
Lema 3.16. Sejam A uma álgebra, I  um ideal bilateral de A e A — ^ A / I  um epimor­
fismo de álgebras. Se M  e N  são (A//)-módulos então:
(1) existe uma inclusão E x t N) — y Ext\{M, N ) de fc-espaços vetoriais;
(2) se I =  (e), onde e e A é um idempotente, então a inclusão do item (1) é um
isomorfismo.
Demonstração.
(1) Seja £ : 0 ------ > N------- y X   y M   y 0 um elemento de Ext 1̂/J(M,/V).
Como mod (A/I) c  mod (A) temos que os (^4//)-módulos M, N  e X  são também 
^4-módulos, donde £ também é um elemento de Ext\{M, N ). Logo a transformação 
A;-linear Ext^/7(M, N)  — > Ext\(M, N ) dada por £ i— y £ é uma inclusão.
(2) Suponha que e =  eh +  eÍ2-\ \-eipé a  escrita de e como soma de idempotentes
ortogonais primitivos. Considere rj : 0  y N  — X  —a-^y M   y 0
um elemento de Ext\(M,N).  Pelo Teorema de Gabriel podemos associar repre­
sentações a cada um dos módulos M, N  e X , de forma que para cada vértice % 
do quiver ordinário QA de A temos uma sequência exata associada
0 -------> Ni —^  Xi —^  Mi -------> 0,
onde Ni =  Neu Mi =  Mei e Xi =  Xei. Em particular, temos uma sequência exata 
para cada ijt com j  e  { l ,  2,.. . ,p}, dada por
0 ------ ► Neió —^  Xei. — Mei} ------ ► 0.
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Porém, como M  e N  são (^4/(e))-módulos temos que N eiá =  Me^. =  0. Logo, 
como a sequência acima é exata, temos que X e i} =  0 para cada j  e { 1 ,2 , . . .  ,p }.  
Então X e  =  0 e concluímos que X  também é um (A/(e))-módulo. Isso mostra 
que rjé um elemento de Ext^/<e)(M, iV). Desta forma a inclusão dada no item (1) 
é sobrejetora, e portanto é um isomorfismo.
□
Dado um (A//)-módulo r-rígido M, queremos descobrir como essa propri­
edade de r-rigidez se comporta quando vemos M como um A-módulo. A próxima 
proposição nos ajuda a ver isto.
Proposição 3.17. Sejam A uma álgebra e I  um ideal bilateral de A. Se M  e N  são
(^4//)-módulos tais que Homa ( N , ta M )  = 0 então HomA/I(N, tA/ i M )  =  0.
Demonstração. Suponhamos que Homa ( N , ta M )  =  0, então pela Proposição 3.11 
temos que para qualquer módulo N' e FaciV vale que Ext^(M,iV') =  0. Pelo item
(1) do Lema 3.16, existe uma inclusão Ext\/j{M,N')  — > Ext\(M, N 1) =  0. Logo 
Ext\ii(M,N') =  0 para cada N' e FaciV. Novamente utilizando a Proposição 3.11 
concluímos que Homa/^N.ta^M) =  0. □
Vale a pena destacar que nem sempre as translações de Auslander-Reiten 
sobre A e sobre A / I  (respectivamente rA : mocM — ► modA e r^ // : mod (A /I)  — > 
mod (A /I))  coincidem, e isto é o que motiva a notação diferenciada para ambas as 
translações na proposição anterior. De fato, considere a álgebra A cujo quiver ordinário 
é dado por 1 <—  2 <—  3, e sua álgebra quociente A /(e 1) cujo quiver ordinário é da 
forma 2 <—  3. Como o módulo % é projetivo sobre A /(e i) temos que TA/(ei){l) =  0. 
porém sobre a álgebra A temos rA{% )= f .
Estamos interessados no caso das álgebras quociente cujos quivers ordinários 
são subquivers plenos de QA. Um dos tipos de álgebras que satisfaz esta condição são 
as álgebras quociente A /(e),  quando e e A é uma soma de idempotentes primitivos 
ortogonais de A. O que faremos no restante desta seção é discutir um pouco sobre o 
comportamento de módulos sobre as álgebras quociente dessa forma.
Proposição 3.18. Sejam A uma álgebra, e e A um idempotente, I = (e) o ideal bilateral 
da álgebra A gerado por e, M  e N  dois (^4//)-módulos. Então Homa ( N , ta M )  = 0 se, e 
somente se, Horru/j(iV, ta/i M )  = 0.
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Demonstração. Pelo item (2) do Lema 3.16, temos um isomorfismo entre Ext^/7(M, N') 
e Ext\(M, N') para quaisquer (^4//)-módulos M  e N'. Desta forma:
HomA/I(N, ta/i M) =  0 ^  ExtlA/I{M,N') =  0, MN' G FaciV (3.2)
4» Ext\{M, N') =  0, MN' G FacJV (3.3)
HomA(iV, taM) =  0 (3.4)
onde as equivalências dadas em (3.2) e (3.4) vêm da Proposição 3.11 e a equivalência 
dada em (3.3) vêm do isomorfismo Ext^/ í (M ,iV/) =  Ext^(M,A^') para cada N ' g  
Fac N. □
Desta forma podemos relacionar os módulos r-rígidos sobre álgebras quociente 
da forma A /{e),  para idempotentes e e  A, com os módulos r-rígidos de A.
Corolário 3.19. Sejam A uma álgebra, e G i u m  idempotente e M  um (,4/(e))-módulo. 
Então M  é  r-rígido sobre A /(e)  se, e somente, é r-rígido sobre A.
Demonstração. De fato, considerando M  = N  na proposição anterior concluímos que
Homa(M,taM) =  0 se, e somente se, HomA/<e) (M,ta/^ M ) =0 . □
O corolário anterior permite que quando mostrarmos que um determinado 
módulo é r-rígido sobre um dos quocientes em que estamos interessados, então esse 
módulo será r-rígido sobre a álgebra original. Isso é interessante, por exemplo, no caso 
das álgebras de Nakayama (ver Apêndice A) onde buscamos os módulos r-inclinantes 
nos quocientes (e portanto r-rígidos nos quocientes) para completá-los a módulos 
r-inclinantes na álgebra original.
Corolário 3.20. Se M  é  um A-módulo r-rígido então \M\ ^  #(Supp(M)) ^  |̂ 4|.
Demonstração. A desigualdade #(Supp(M)) < \A\ sempre é verificada, uma vez que
para qualquer ,4-módulo M  é  válido que Supp(M) c  { 1 ,2 , . . . ,  |^4|}. Por outro lado temos
que M  é  um (^4/(e))-módulo, onde e =  ^  eó com J  =  { i  g  { 1 , 2 , . . . ,  \A\} \ Mei =  0}.
ó£J
De acordo com o corolário anterior, como M  é r-rígido sobre A, também será sobre 
A /(e).  Logo
|M| ^  \A/(e)\ = \A\ -  # (J ) =  #(Supp(M)),
onde a desigualdade \M\ ^  \A/{e)\ é verificada pela Proposição 3.15. Portanto concluí­
mos que
\M\ ^ #(SuppM) ^ \A\.
□
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Lembremos que um ^-módulo é fiel se Ann M =  0. Todo módulo fiel é um 
módulo sincero, porém a recíproca nem sempre é verdadeira. De fato, vimos que 
os módulos T-inclinantes sempre são módulos sinceros, porém nem todos módulos 
r-inclinantes são fiéis. Por exemplo, vamos considerar a álgebra A cujo quiver ordinário 
é
1 —  3 <— -  4 .
O módulo M =  3 e   ̂ e  54 ® 5i é um módulo r-inclinante sincero, porém não é um 
módulo fiel pois dp M ^  2 , uma vez que dp £4 =  2 e a Proposição 3.24 nos mostrará 
que qualquer módulo r-rígido fiel é inclinante parcial, ou seja, possui dimensão projetiva 
menor ou igual a 1 .
Como vimos anteriormente, um ^4-módulo r-rígido sempre é um módulo rí­
gido. Pois se M é r-rígido temos que Horru(M,tM) =  0 e logo E x t = 
DHõma(M,tM) = 0. Mesmo todos os módulos r-rígidos sendo rígidos, nem todos os 
módulos r-inclinantes são inclinantes, basta ver que 0 módulo M = 3 ® £ ® S4 ® Si é 
r-inclinante mas não é um inclinante, pois dp M ^  2.
No Teorema 2.28 vimos que qualquer módulo inclinante é fiel. Definimos anteri­
ormente que um A-módulo M  é sincero se não existe idempotente não nulo e e  A no 
anulador à direita de M. Além disso, como todo ^4-módulo fiel é sincero segue que os 
módulos inclinantes são sinceros. A próxima proposição generaliza essa propriedade 
para os módulos r-inclinantes, mostrando que todos os módulos r-inclinantes também 
são sinceros.
Proposição 3.21. Seja M um ,4-módulo. Então M é um módulo r-inclinante se, e 
somente se, M é um módulo sincero de suporte r-inclinante.
Demonstração. Seja M módulo r-rígido. Para mostrar que afirmar que M é r-inclinante 
é equivalente a afirmar que M é um módulo sincero de suporte r-inclinante, basta 
mostrar que M  é um yl-módulo sincero se, e somente se, \M\ =  \A\.
Suponha que M seja um módulo r-inclinante, i.e., \M\ = \A\ e suponha que e* 
é um idempotente primitivo tal que Me* =  0. Logo M tem estrutura de (^/(e^-m ódulo, 
e pelo Corolário 3.19 temos que M é r-rígido sobre A j (e»). Com isso podemos concluir 
que |̂ 4| =  \M\ ^  \A/{ei) \ = \A\ -  1, 0 que é absurdo. Logo temos que M é um módulo 
sincero e de suporte r-inclinante, pois M é um módulo r-inclinante.
Por outro lado, suponha que M seja um módulo sincero de suporte r-inclinante. 
Então existe um idempotente e e A tal que M é um (A/(e))-módulo r-inclinante. 
Para que M seja um (^4/(e))-módulo, e deve ser um idempotente em Ann M. Como
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M é sincero, não existe idempotente não nulo e e Ann M. Portanto e =  0, e logo 
\M\ =  \A/(e)| =  |A|, donde M é um módulo r-inclinante. □
Esta última proposição permite separar os módulos de suporte r-inclinante 
de acordo com os idempotentes que os tornam módulos de suporte T-inclinante. O 
próximo corolário mostra que existe um único idempotente que satisfaz a condição 
referida.
Corolário 3.22. Seja A uma álgebra, então
s r-tiltA  =  H  r-tilt (A/(e>),
ee£A
J  c  {1,2,.. . , n } |  e Ea = {e1:e2, ... ,e„ }  é um conjunto completo 
ogonais primitivos de A.
Demonstração. Se M é um módulo de suporte r-inclinante, então existe algum idempo­
tente e de forma que M é um módulo r-inclinante sobre A/(e), logo é um (A/(e))-módulo
sincero. Então se e = eh + ei2-\ b eis é a escrita de e como soma de idempotentes
primitivos ortogonais temos que Met ±  0 para cada et e EA \ {eh ,ei2, pois M
é sincero sobre A/(e). Portanto Supp(M) =  {1,2,. . . ,  n} \  {«x, i2, i s}. Desta forma 
o idempotente e e SA que torna M um (A/(e))-módulo r-inclinante está unicamente 
determinado pelo suporte de M. □
De acordo com o Corolário 3.8 temos que um módulo r-rígido é também um 
módulo rígido. Porém, não necessariamente um módulo r-rígido M é inclinante parcial, 
pois podemos ter que dp M ^  2, por exemplo. A Proposição 3.24 mostra uma condição 
suficiente para que um módulo r-rígido seja inclinante parcial. Para demonstrá-la 
usaremos o seguinte lema:
Lema 3.23 ((ASS06), IV.2.7(a)). Seja M um A-módulo. Então dp M ^  1 se, e somente
se, UomA(DA,tM) = 0.
Dessa forma podemos mostrar que para que um módulo seja inclinante parcial 
é suficiente que este módulo seja r-rígido fiel.
Proposição 3.24. Se M é um A-módulo r-rígido fiel então dp M < 1. Em particular, M 
é um A-módulo inclinante parcial.
Demonstração. Como M é um módulo fiel, de acordo com a Observação 2.27, existe 
um inteiro O  l e u m  epimorfismo Md — > DA. Então temos uma sequência exata
onde £a = < ^  ej
l  j eJ
de idempotentes or
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Md ------ > DA ------ > 0. Aplicando o funtor contravariante HomA( - ,  tM) temos uma
sequência exata
0 ------ > Hom^DA, t M )  ------ > Horru(M, rM)d — 0,
pois Homa(M,tM) =  0, donde concluímos que Homj4(DA,tM) =  0. Pelo Lema 3.23 
temos que dp M < 1. Como módulos r-rígidos são módulos rígidos de acordo com o 
Corolário 3.8, segue que módulos r-rígidos fiéis são módulos inclinantes parciais. □
Observe que a recíproca desta proposição não necessariamente é verdadeira, 
isto é, não necessariamente um módulo inclinante parcial é um módulo r-rígido fiel. Por 
exemplo, o módulo nulo é inclinante parcial e r-rígido porém não é fiel, pois Ann 0 =  A. 
Desta forma mostramos a seguir uma espécie de recíproca para este caso, onde vemos 
que afirmar que um módulo M é de suporte r-inclinante fiel é equivalente a afirmar que 
este módulo também é inclinante.
Corolário 3.25. Seja A uma álgebra. Um yl-módulo de suporte r-inclinante M é fiel se, 
e somente se, M é um yl-módulo inclinante.
Demonstração. A proposição anterior permite concluir que se M é um módulo r-rígido 
fiel então é inclinante parcial. Por outro lado, se M é r-inclinante fiel então M  é r-rígido 
e \M\ = \A\, logo M é inclinante parcial e \M\ = \A\, donde M é um módulo inclinante.
Por outro lado, se M é um módulo inclinante temos que M  também é um módulo 
r-inclinante, de acordo com o Teorema 3.9. Pela Definição 3.4 temos que M é  um 
módulo de suporte r-inclinante. Além disso, o Teorema 2.28 afirma que se M é um 
módulo inclinante então M é fiel. Portanto M é um módulo de suporte r-inclinante 
fiel. □
Em particular, todo A-módulo r-inclinante pode ser visto como um módulo 
inclinante sobre ^4/Ann M. De fato, se M é um A-módulo r-inclinante então M é  um 
A-módulo r-rígido sobre A, e logo será r-rígido sobre A/(e) sempre que e e A é  um 
idempotente tal que e e Ann M. Porém, o idempotente maximal presente em Ann M é 
o idempotente nulo, pois pela Proposição 3.21 qualquer módulo r-inclinante é sincero. 
Logo pelo Lema 3.14 temos que \A/knn M\ = \A/{e) \ = \A\. Além disso, como Ann M 
é um ideal bilateral de A, temos que M é  r-rígido sobre ^4/Ann M. Portanto M é 
um (A/knn M)-módulo r-inclinante fiel, e pelo corolário anterior segue que M é um 
(A/knn M)-módulo inclinante.
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3.4 COMPLEMENTO DE BONGARTZ
No Capítulo 2 vimos que qualquer módulo inclinante quase completo pode ser 
completado a um módulo inclinante pelo método de Bongartz. Nesta seção vamos 
generalizar esta construção para os módulos r-inclinantes quase completos.
Dizemos que a subcategoria C de mod^4 é uma subcategoria fiel se
Ann C =  { a E  A \ Ma  =  0, VM e C }  =  {0 }.
Analogamente, C é dita subcategoria sincera se não existe idempotente não nulo 
em Ann C. Denotaremos por f-tors A o conjunto formado pelas classes de torção funto- 
rialmente finitas e da mesma forma sf-tors A e fF-tors A denotam, respectivamente, o 
conjunto das classes de torção funtorialmente finitas sinceras e o conjunto das classes 
de torção funtorialmente finitas fiéis.
Podemos construir uma bijeção entre o conjunto dos módulos básicos de 
suporte r-inclinante e o conjunto das classes de torção funtorialmente finitas. De fato:
(1) suponhamos que T  seja uma classe de torção funtorialmente finita. Vimos no
Corolário 3.13 que M  =  P (T ) é um módulo r-rígido. Existe um idempotente 
maximal e e  A d e  tal forma que T  c  moà(A/(e)). Pelo Teorema 2.31 temos que 
M  é um {A/Ann T)-módulo inclinante, ou seja, |^4/Ann T| = \M\. Além disso, pelo 
Teorema 2.31 também temos que T  =  Fac (P (T )), donde
\M\ =  \A/Ann T\ =  \A/Ann Fac(P(T))| =  \A/Ann FacM| =  \A/Ann M\ =  \A/(e)\,
pois Ann FacM =  Ann M e e e  A é o idempotente maximal que torna M um 
(A/(e))-módulo. Como M é um ^4-módulo r-rígido temos que HomA(M,rAM) =  0 
e logo Hom a/{e){M,ra/{e)M) =  0 pois M é um (^4/(e))-módulo. Portanto M é um 
módulo de suporte T-inclinante;
(2) suponhamos que M  seja um módulo de suporte r-inclinante. Então existe um
idempotente e e A tal que M  é um módulo r-inclinante sobre A/(e).  Já vimos 
que FacM  é uma classe de torção funtorialmente finita pelo Teorema 2.31 e além 
disso pelo Corolário 3.12 temos que M  e addP(FacM), uma vez que M  é um 
módulo r-rígido e nesse caso M  é Ext-projetivo em FacM;
(3) por fim, as associações dadas nos itens (1) e (2) são mutuamente inversas. Supo­
nhamos que M  seja um módulo de suporte r-inclinante, onde e e  A é o  idempo­
tente que torna M  um (A/(e))-módulo r-inclinante. Logo \M\ =  \A/{é) \ e por outro 
lado, P(FacM ) é r-rígido sobre A/{e)  donde |P(FacM)| ^  |^4/(e)| =  \M\ pelo Co­
rolário 3.20. Além disso, pelo Corolário 3.12 temos que M  e  addP(FacM), donde 
|P(FacM)| ^  \M\ = \A/(e)|. Logo |M| =  |P(FacM)| e como M  E addP(FacM)
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temos que addM  =  addP(FacM). Como M  e P(FacM ) são básicos segue que 
M  P(FacM ).
Se considerarmos uma classe de torção funtorialmente finita T , o respectivo 
módulo de suporte r-inclinante será P (T ) e portanto a classe de torção funtorial­
mente finita associada a esse novo módulo de suporte r-inclinante será FacP(T), 
porém já tínhamos visto no Teorema 2.31 que T  = FacP(T), pois FacP(T) é uma 
classe de torção funtorialmente finita.
Portanto acabamos de demonstrar o seguinte teorema:
Teorema 3.26 ((AIR14), 2.7). Seja A uma álgebra. Existe uma bijeção entre as classes 
de isomorfismo de módulos de suporte r-inclinante e as classes de torção funtorial­
mente finitas dada por:
sr-tilt^4 3 M  i— > FacM  e f-tors A e f-tors A 3 T '— > P (T ) G sr-tilt A
□
Em particular se restringimos a bijeção do teorema anterior aos módulos r-  
inclinantes, obtemos uma bijeção entre r-tiltA. e sf-tors A. De fato, se começarmos com 
um módulo r-inclinante T, obtemos uma classe de torção sincera FacT pois Supp(M) c  
Supp(T) para qualquer módulo M  e  FacT. Por outro lado, se a classe T  é sincera então 
Ann T  não possui nenhum idempotente não nulo, porém de Supp(M) c  Supp(T) (para 
cada M  e FacT) segue que Ann T  = Ann FacT não possui idempotente não nulo, i.e., T  
é sincero, e portanto como módulos sinceros de suporte r-inclinante, pela Proposição
3.21, são r-inclinantes segue a bijeção entre r-tilt A e sf-tors A.
Analogamente podemos restringir a mesma bijeção entre o conjunto dos módu­
los inclinantes e o conjunto das classes de torção fiéis funtorialmente finitas, usando o 
mesmo raciocínio de que Ann T  = 0 se, e somente se, Ann T  = 0.
O último resultado nos permite associar a cada módulo de suporte r-inclinante 
N  uma classe de torção funtorialmente finita FaciV. Por outro lado, podemos associar 
uma outra classe de torção funtorialmente finita: ±{rN). De fato, temos a seguinte 
proposição:
Proposição 3.27. Se N  é um Amódulo r-rígido então -L(rAT) é uma classe de torção 
funtorialmente finita sincera.
Demonstração. Vamos mostrar inicialmente que Ext^(Sub(riV),riV) =  0. Seja X  um 
módulo em Sub (riV). Suponha que exista um morfismo não nulo /  : N — > X  em 
Florru(iV,X). Como l é u m  submódulo de tN existe uma inclusão % : X  — > rN  e 
logo o morfismo i f  e  HomA(N,rN) é não nulo, o que é absurdo pois iVéum  módulo
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T-rígido e i é um monomorfismo. Então Homj4(A^,X) =  0 para cada X e  Sub(riV). Logo 
pelas fórmulas de Auslander-Reiten temos que
Ext\(X,t N)  “  DHom^T - 1 (t N ) ,X )  C DHomA(N ,X )  =  0
para cada X  e t N .  Como vimos no Exemplo 2.5, Sub(riV) é uma classe livre de 
torção pois satisfaz Ext^(X, riV) =  0 para cada X  e Sub(riV), logo a classe de torção 
associada é ± {t N) .  Além disso, pelo Teorema 2.31 a classe Sub( t íV )  é livre de torção 
funtorialmente finita e por consequência ± (t N )  é uma classe de torção funtorialmente 
finita.
Além disso, ±{tN) é uma classe sincera pois caso contrário existiria um idem- 
potente primitivo e* e Ann (±(tíV)) tal que ±(tN) c  moò{A/{e^). Isto significa que 
para qualquer módulo M e ±{tN) temos que i SuppM. Em particular temos que 
Hom a{^{tN),E^) =  0 onde £* =  D (e ^ ) é um módulo injetivo. Como (-1- (r N), Sub (tN)) 
é um par de torção temos que Ei está em Sub (riV), isto é, rN  possui um submódulo 
injetivo, o que é absurdo, pois neste caso existiria um monomorfismo j : Ei — > tN, 
e como monomorfismos cujo domínio é um módulo injetivo cindem, segue que tN 
teria um somando injetivo. Portanto ±(tN) é uma classe de torção funtorialmente finita 
sincera. □
Desta forma conseguimos associar duas classes de torção funtorialmente 
finitas para um módulo r-rígido N. O próximo lema mostra quando é possível colocar 
uma classe de torção funtorialmente finita entre essas duas classes de torção.
Proposição 3.28. Seja T  uma classe de torção funtorialmente finita em mod A e N  um 
módulo r-rígido. Então N é Ext-projetivo em T  se, e somente se, FaciV c  T  c  -l (tíV).
Demonstração. Vamos supor que N  seja Ext-projetivo em T . Então N e add P (T ) e 
N  g T , donde imediatamente segue que FaciV c  T, pois T  é fechada por quocientes 
(por ser classe de torção). Além disso, como N é Ext-projetivo em T  temos que 
Ext\{N,T) =  0, por definição. Como T  =  FacT (novamente por T  ser fechada por 
quocientes) temos que Ext^(iV, FacX) =  0 para cada X  e T  e pela Proposição 3.11 
podemos concluir que HomA(X, tN) =  0 para cada X e  T. Portanto X  e ±{rN) para 
cada X  e T, o que significa que T  c  l {tN).
Por outro lado, se assumirmos que FaciV c  T  c  ± {t N )  temos de imediato 
que P(T) e  T  c  ± {t N) ,  mas isto quer dizer que Floma ( P ( T ) , t N)  =  0. Logo pela 
Proposição 3.11, temos que Ext^(iV, FacP(T)) =  0. Como T  é uma classe de torção 
funtorialmente finita temos T  =  FacP(T). Portanto Ext^(iV, T) =  0, donde conluímos 
que N é um módulo Ext-projetivo em T. □
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Estes resultados permitem generalizar a ideia de complemento que tínhamos 
feito para módulos inclinantes vista no Teorema 2.14. Isto é, dado um módulo inclinante 
parcial podíamos completá-lo a um módulo inclinante, já no caso dos módulos r-rígidos 
completaremos a um módulo T-inclinante.
Teorema 3.29 (Complemento de Bongartz). Seja N  um vl-módulo r-rígido. Existe um 
A-módulo E  tal que M  =  N  © E  é um ^4-módulo r-inclinante.
Demonstração. Vimos que dado um módulo r-rígido N,  a classe de torção T  =  ± (rN)  
é funtorialmente finita e sincera, de acordo com a Proposição 3.27. Também havíamos 
visto que existe uma bijeção entre as classes de sf-tors A e os módulos r-inclinantes,
i.e., o módulo de suporte r-inclinante associado a classe de torção ± {tN),  a saber 
P (± (rA^)), é r-inclinante. Pela proposição anterior temos que N  é  Ext-projetivo em 
T  =  ± (t N) ,  donde N  é  um somando de P(-*-(riV)). Desta forma existe um módulo 
r-rígido básico E  tal que P(-L(riV)) =  N  ® E.  Portanto existe um ^4-módulo básico E  
tal que N  ® E  é  um módulo r-inclinante. □
Este método de complementar um módulo r-rígido a um módulo r-inclinante é 
chamado de complemento de Bongartz (a um módulo r-inclinante). Diferentemente 
do que fazíamos no caso dos módulos inclinantes, aqui ressaltamos que estamos 
chamando de complemento de Bongartz todo o módulo básico P ^ r iV ) ) .  Riedtmann e 
Schofield mostraram em (RS91) que se M  é  um módulo inclinante parcial (e portanto 
r-rígido pelo Corolário 3.8) então os complementos de Bongartz de M  a um módulo 
inclinante (construído no Teorema 2.14) e a um módulo r-inclinante coincidem.
Corolário 3.30. Seja N  um módulo r-rígido cujo complemento de Bongartz é o módulo
T  =  P (± (rA^)). Então ± (t T)  = FacT.
Demonstração. Vimos na Proposição 3.27 que -L(tN ) é uma classe de torção funtori­
almente finita sincera, pois N  é  um módulo r-rígido. Escolhendo a classe T  =  ± {t N)  
na Proposição 3.28 temos que N  é  um módulo Ext-projetivo em T  =  x (riV) e logo
N  g addP(T) =  addT. Como N  é  somando de T  temos que ± {t N) d  ± {tT).
Mostremos agora que FacT c  ± (rT ). Suponha que / : T  — > tT  é  um 
morfismo não nulo, com T' e  FacT. Se n : T d — > T ' é o  epimorfismo canônico temos 
que a composta f  ott é  não nula em Honu(Td, rT ), o que é absurdo pois T  é r-rígido. 
Logo /  o 7t =  0, e como n é  epimorfismo temos que /  =  0. Portanto T  g ± (rT ) e 
concluímos que FacT c  ± (rT), logo
FacT =  ± (t N )  D ± (t T)  D FacT.
Finalmente temos que FacT =  ± (rT). □
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Observação 3.31. Em particular podemos concluir que um módulo M  é r-inclinante se, 
e somente se, temos que i (rM ) =  FacM. De fato, basta tomar N  =  M  na proposição 
anterior, então M  é o seu próprio complemento de Bongartz, donde segue o resultado.
Esse último corolário generaliza o Lema 2.32 que mostra que a classe de 
torção FacM podia ser vista como uma classe de torção
FacM =  T (M ) =  { X  e  modA | Ext\{M ,X)  =  0},
onde M  é um módulo inclinante. De fato, mostramos no Corolário 3.30 que se M  é 
um módulo r-inclinante então FacM =  1 (rM ) =  {X  e mod^4 | Flom^(X, rM ) =  0}. 
Porém, todo módulo inclinante é r-inclinante, e então para os módulos inclinantes 
também é válido que FacM =  -L(rM ) =  {X  e mod^4 | Horru(X, rM ) =  0}. Pela 
Proposição 3.11 temos que se Floma (X , t M) = 0 então Ext^(M, FacX) =  0 e em 
particular Ext \(M,X) =  0, donde FacM =  { I e  mod A \ Ext \(M,X) =  0} =  ±(tM ) =  
T (M ).
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4 PARES DE SUPORTE r-INCLINANTE
No Capítulo 3 vimos que o conceito de módulo r-inclinante generaliza o con­
ceito de módulo inclinante apresentado no Capítulo 2. Além disso, vimos algumas 
propriedades da teoria inclinante que podem ser generalizadas pela teoria r-inclinante. 
Também vimos no segundo capítulo que cada módulo inclinante básico quase completo 
possui no máximo dois complementos básicos a módulos inclinantes. Neste capítulo 
veremos que os módulos r-inclinantes também possuem essa propriedade e criaremos 
um ambiente em que cada objeto possua exatamente dois complementos: o conjunto 
dos pares de suporte r-inclinante básicos. Para criar este ambiente seguiremos as 
ideias do artigo (AIR14).
4.1 PARES DE SUPORTE r-INCLINANTE
Nesta primeira seção vamos definir o que são os pares de suporte r-inclinante, 
que serão uma das generalizações para os módulos inclinantes e r-inclinantes. Tratare­
mos de algumas propriedades básicas para tais generalizações. Como em todo o texto, 
todas as álgebras aqui são básicas de dimensão finita sobre um corpo algebricamente 
fechado k e os módulos são à direita e finitamente gerados.
A fim de generalizar os conceitos de módulos rígidos, de suporte r-inclinante e 
de suporte r-inclinante quase completo temos a seguinte definição.
Definição 4.1. Sejam M e P dois A-módulos, sendo P um módulo projetivo. Dizemos 
que o par ordenado (M, P ) é:
(1) um par r-rígido (sobre A) se M é um módulo r-rígido e HomA(P, M) =  0;
(2) um par de suporte r-inclinante (sobre 4̂) se (M, P) é um par r-rígido tal que
\M\ + \P\ = \A\-
(3) um par de suporte r-inclinante quase completo (sobre 4̂) se (M, P ) é um par
r-rígido tal que \M\ +  \P\ = \A\ -  1.
Por exemplo, considere a álgebra dada pelo quiver com relações






(1) o par Q  © 1 ,1  ̂ é r-rígido pois i © f  é r-rígido e Horru ^1, i © =  0;
(2) o par Q  © l © 2 , l )  é de suporte r-inclinante pois é um par r-rígido tal que
+ \1\=4=\A\;
(3) o par (3  ® 2 , l )  é de suporte r-inclinante quase completo pois é um par r-rígido
tal que
' +  111 =  3=141 — 1.3 0  2 
2
De fato, 0 conceito de par de suporte r-inclinante generaliza 0 conceito de 
módulo r-inclinante, de acordo com 0 próximo lema:
Lema 4.2. Seja M  um 4-módulo. Então (M, 0) é um par de suporte r-inclinante se, e 
somente se, M  é um 4-módulo r-inclinante.
Demonstração. Por definição, se (M, 0) é um par de suporte r-inclinante então M  é 
um módulo r-rígido e temos que \M\ + |0| =  |4|, donde obviamente \M\ = \A\. Portanto 
M  é um módulo r-rígido tal que \M\ = \A\, logo é um módulo r-inclinante.
Por outro lado, se M  é um módulo r-inclinante temos que \M\ = \A\, e então 0 
par (M, 0) é r-rígido, uma vez que Horru(0, M) = 0 e também temos que \M\ + 10| =  |4|. 
Logo (M, 0) é um par de suporte r-inclinante. □
Portanto este lema mostra que existe uma “inclusão” do conjunto dos A- 
módulos r-inclinantes no conjunto dos pares de suporte r-inclinante sobre A.
Algumas definições acerca dos módulos r-inclinantes podem ser recuperadas 
com os pares de suporte r-inclinante, como por exemplo, diremos que um par (M, P) é 
básico se M  e P  são 4-módulos básicos. Todos os pares r-rígidos tratados nesses 
capítulos são formados por módulos básicos, a menos de menção ou indicação em 
contrário. Da mesma forma diremos que 0 par r-rígido (N, Q) é um par somando 
(direto) do par (M, P) se N  e Q são somandos diretos de M  e P , respectivamente. 
Podemos estender também a mesma noção acerca do “tipo” dos módulos definido no 
Capítulo 3, i.e., diremos que 0 par r-rígido (M, P) é de tipo m  se M  é um módulo 
r-rígido de tipo m.
Observação 4.3. Seja P  um 4-módulo projetivo básico. Se e e A é um idempotente 
tal que P  =  eA  então \A/(e)\ =  |A| -  \P\. De fato, podemos escrever 0 idempotente e
como uma soma de idempotentes primitivos ortogonais e = eh + e Í2-\ b eis, obtendo
que
@  6íA j  / (e) (e)
ó&J
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onde J  =  {1,2,. . . ,  n} \ {«i, «2, • • •, *s}, pois do fato que ei;j e  e  ̂(e) temos que eijA/{e) = 
0.
De acordo com a definição, se (M, P) é um par r-rígido então HomA(P, M)  = 0. 
Além disso, para cada módulo projetivo básico P existe um idempotente e tal que 
P = eA. Desta forma é possível exibir um isomorfismo entre os Amódulos Horru(eA, M)  
e Me  dado por HomA(eA,M) 3 <p \— > <p(e)e e Me. Neste sentido temos o seguinte 
resultado.
Lema 4.4. Seja Pj = eóA o j-ésimo módulo projetivo indecomponível e seja M um 
Amódulo. Então as seguintes afirmações são equivalentes:
(1) Horru(Pj, M) =  0;
(2) Mej — 0;
(3) j  # Supp(M).
Demonstração.
(1) (2): Vimos que existe um isomorfismo Horru(eA, M) =  Me, para cada idempo­
tente e e A e cada ^4-módulo M. Então considerando o idempotente ei e A tal que 
Pj = ejA temos Horru(Pj, M) =  HomAÍfijA,M) = Mej. Logo HomA(Pj,M) =  0 
se, e somente se, Mej = 0.
(2 ) (3): Por definição de suporte temos que Supp(M) = {i e  {1 ,2 , . . . ,  n} \ Me{ ^  0}. 
Portanto Mej =  0 se, e somente se, j  Supp(M).
□
Vimos que os módulos r-inclinantes estão incluídos no conjunto dos pares de 
suporte r-inclinante. O próximo resultado mostra que é possível estender esta inclusão 
para os módulos de suporte r-inclinante.
Proposição 4.5. Sejam M  um ^4-módulo, P  um A-módulo projetivo e e e A um idem­
potente tal que addP =  addeA Então M  é um módulo T-inclinante sobre A/(e) se, e 
somente se, (M , P) é um par de suporte r-inclinante sobre A.
Demonstração. Suponhamos que M  seja um (j4/(e))-módulo r-inclinante. Então temos 
que \M\ =  \A/{e)\ e HomA/(e)(M,TA/{e)M) =  0. Logo M  é  r-rígido sobre A, pois de 
acordo com o Corolário 3.19 temos que Homa (M ,taM) = 0. Além disso temos que
\M\ +  |P| =  \A/(e)\ +  |P| =  (\A\ -  |P|) +  \P\ =  |yl|.
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Como M  é um (A/(e))-módulo, se e =  eh +  eÍ2 -\------- 1- eis é a escrita do idempotente e
como uma soma de idempotentes ortogonais primitivos temos que e^ ^  Supp(M) para 
cada j  e { 1 , 2 , . . . ,  s}. Pelo Lema 4.4 concluímos que
onde P = Ph @PÍ2®-• -®Pia. Portanto HomA{P,M) =  0,M  ér-rígido sobre A e também 
\M\ + \P\ = |A|, donde concluímos que (M, P) é um par de suporte r-inclinante sobre 
A.
Agora seja (M , P) um par de suporte r-inclinante. Por definição temos que M  é  
r-rígido, ou seja, Hom a(M,taM) =  Oe que \M\ +  \P\ =  \A\. Pelo Corolário 3.19 
temos que Horru/<e)(M,TA/{e)M) =  0. De acordo com a Observação 4.3, temos que
\M\ = \A\ -  \P\ = \A/{e)\. Logo M  é  um (,4/(e))-módulo r-rígido tal que \M\ = \A/(e)\, 
donde concluímos que M  é  um (^4/(e))-módulo r-inclinante. □
Observe que s e e é o  idempotente tal que addP =  addeA e (M , P) é um par 
de suporte r-inclinante então M  tem estrutura de (A/(e))-módulo, de acordo com o 
Lema 4.4, pois Horru(P, M) = 0. Com isso a proposição anterior pode ser reescrita da 
seguinte forma:
Corolário 4.6. Seja P  = ejA um módulo projetivo, com J  c  {1,2 , . . . , n}. Então M
é  um módulo r-inclinante sobre Aj se, e somente se, (M, P) é um par de
suporte r-inclinante.
Ainda podemos estender esta relação para os pares de suporte r-inclinante 
quase completos.
Corolário 4.7. Seja (M, P) um par de A-módulos onde P é um módulo projetivo. Então:
(1) (M, P) é um par de suporte r-inclinante se, e somente se, M é um módulo de
suporte r-inclinante e o idempotente e da Definição 3.4 é tal que addP =  addeA;
(2) (M ,P) é um par de suporte r-inclinante quase completo se, e somente se, M é
um módulo r-inclinante quase completo sobre A/{e) e e é o idempotente tal que 
addP =  addeA.
Demonstração. De fato, seja e o idempotente tal que addP =  addeA. Se (M, P) é um 
par r-rígido temos que M é um módulo r-rígido sobre A, e como já vimos M é um 
módulo r-rígido sobre A/(e). E da mesma forma, se M é  um (A/(e))-módulo r-rígido 
então (M, P) é um par r-rígido, pois Horru(P, M) = 0.
Hoitia(P, M) =  HomA ) Pi p M  ) (Horru (P^, M ) )  =  0
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(1) A proposição anterior mostra que (M ,P ) é um par de suporte r-inclinante se, e
somente se, M é um (^4/(e))-módulo r-inclinante e logo M é um módulo de 
suporte r-inclinante. Analogamente, se M é um módulo de suporte r-inclinante, 
então será um módulo r-inclinante sobre A/{e) para algum idempotente e e A, 
e novamente usamos a Proposição 4.5 para concluir que (M, P) é um par de 
suporte r-inclinante.
(2) Da mesma forma, (M, P) é um par de suporte r-inclinante quase completo se, e
somente se, M é r-rígido e \M\ +  |P| =  \A\ -  1 . Fazendo um raciocínio análogo 
ao do item (1), concluímos que M é r-rígido sobre A/(e) e \M\ =  \A\ -  \P\ -  1 = 
\A/{e) \ -  1. Portanto M é um módulo r-inclinante quase completo sobre A/(e).
□
De acordo com estes últimos resultados temos uma “inclusão” do conjunto dos 
módulos de suporte r-inclinante básicos no conjunto dos pares de suporte r-inclinantes 
básicos, que associa cada módulo de suporte r-inclinante M ao par (M, P) obtido 
no Corolário 4.7. Suponha que P e Q são tais que (M, P) e (M, Q) são pares de 
suporte r-inclinante, então addP =  addQ. De fato, sejam eP e eQ dois idempotentes 
de A tais que addP =  addePA e addQ =  addegA Então pelos corolários anteriores 
temos que M é um (A/(ep))-módulo r-inclinante e também um (A/(eg))-módulo r -  
inclinante. Porém, o idempotente e que torna M um (A/(e))-módulo de suporte r -  
inclinante é unicamente determinado, pois é o idempotente “maximal” presente em 
Ann M . Como eP e eQ satisfazem essa propriedade temos que eP = eQ e segue que 
addP =  addePA =  addeQ̂ 4 =  addQ- Portanto, o módulo projetivo básico P que torna 
(M, P) um par de suporte r-inclinante está unicamente determinado. É fácil ver que se 
M e N  são dois módulos distintos de suporte r-inclinante então os pares associados 
por esta inclusão são distintos, pois diferem na primeira entrada. Como qualquer 
par de suporte r-inclinante é obtido por essa inclusão, obtemos uma bijeção entre o 
conjunto de módulos de suporte r-inclinante básicos e o conjunto de pares de suporte 
r-inclinante básicos.
Além disso, temos a seguinte caracterização para os pares de suporte r -  
inclinante.
Corolário 4.8. Seja (M, P) um par r-rígido. São equivalentes as seguintes afirmações:
(1) (M, P) é um par de suporte r-inclinante;
(2) se (M  © X, P) é  r-rígido para algum módulo X, então X e  add M;
(3) 1(rM ) n P1 = FacM;
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(4) se Horr-\a(M,tX)  =  Homa(X,tM)  =  Horru(P,X) =  H o m ^ ^ rX )  =  0 para algum 
Amódulo X, então X  e add M.
Demonstração. Observe que se (M, P) é um par de suporte r-inclinante existe um 
idempotente e e  Ade  tal forma que M é um módulo r-inclinante sobre A/(e), de acordo 
com o Corolário 4.7. Portanto:
(1) 4» (2): Suponhamos que (M ,P ) seja um par de suporte r-inclinante. Então M é
um módulo r-inclinante sobre A/(e). Pelo Corolário 3.20 podemos ver que M é 
um (A/(e))-módulo r-rígido maximal. Isto significa que s e M © I  também é um 
(^4/(e))-módulo r-rígido então X  e  addM.
Por outro lado, suponha que sempre que (M®X, P) seja um par r-rígido tenhamos 
que X  e addM. Como (M ,P) é um par r-rígido temos que \M\ + \P\ < |^4|, 
pois M  é r-rígido sobre A/(e) e logo temos que \M\ < \A/(e)\ = \A\ -  \P\. 
Se \M\ < \A/(e)| é possível encontrar um (A/(e))-módulo Y  tal que M © Y  é r -  
inclinante sobre A/(e) (e portanto (M ® Y , P) é um par r-rígido), tal que Y  £  addM, 
o que contraria a hipótese. Portanto (M, P) é um par de suporte r-inclinante.
(2) 44 (4): Se (M  ® X, P) é um par r-rígido, então M f f i l é u m  yl-módulo r-rígido. Da
aditividade do bifuntor Hom^(-, - )  e do funtor r  temos que
HomA( M e X , r ( M e X ) )  = 0 44 HomA(M ,rM )  =  Homa(M,tX)
=  H orrup í, r M )  =  HomA{X, tX) =  0.
E além disso, como (M  ® X , P ) é  um par r-rígido, então HomA(P, M © X) = 0, e 
logo
Hom^(P, M  ffi X) = 0 44 Horru(P, M) =  Hom^íP, X) =  0.
A partir das duas equivalências acima concluímos que os itens (2) e (4) são 
equivalentes.
(1) 44 (3): De acordo com o Lema 4.4 temos que m od(A /(e)) = P1 em modA, uma 
vez que M é um (A/(e))-módulo se, e somente se, Me =  0, e além disso
Me =  0 44 Hom^(eA M ) =  0 44 M  e PA
Observe também que (M, P) é um par de suporte r-inclinante se, e somente se, 
M é um (A/(e))-módulo r-inclinante o que é equivalente a afirmar que FacM (em 
m od(A/(e))) coincide com i ( rM )  (em m od(A/(e))) de acordo com a Observação 
3.31. Porém, FacM c  mod(^4/(e)) pois M  é um (yl/(e))-módulo e ±(tM) em 
mod(j4/(e)) é dada por i ( rM )  n mod(^4/(e)) = x ( rM )  n P -1.
□
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4.2 COMPLEMENTOS DE PARES
Vimos no Capítulo 2  que cada módulo inclinante quase completo básico possui 
no máximo dois complementos como módulo inclinante. Nesta seção mostraremos 
que os pares de suporte r-inclinante generalizam essa propriedade dos módulos 
inclinantes de forma que cada par de suporte r-inclinante básico possui exatamente 
dois complementos. Veremos também que um módulo r-inclinante básico possui dois 
complementos se, e somente se, é sincero.
Lema 4.9. Seja M  um ^4-módulo r-rígido. Existe um par de suporte r-inclinante (N, P ) 
que possui (M, 0) como somando direto onde P é  o módulo projetivo maximal com 
relação a essa propriedade.
Demonstração. Seja e e  A o  idempotente maximal que torna M  um (A/(e))-módulo. 
Então Horru(P,M) =  0, onde P = eA. Completando, via Bongartz, o módulo M  so­
bre a álgebra A/(e) temos que existe um (A/(e))-módulo U tal que M  © U é  módulo 
r-inclinante sobre A/(e). Portanto (M  © U, P) é um par de suporte r-inclinante que pos­
sui o par (M, 0) como somando direto. A maximalidade de P  decorre da maximalidade 
de e e A. □
Com isso podemos ver que qualquer par r-rígido pode ser completado a um 
par de suporte r-inclinante. Isto generaliza o complemento de Bongartz realizado para 
módulos inclinantes parciais (Teorema 2.14) e para módulos r-rígidos (Teorema 3.29).
Corolário 4.10. Se (M ,P ) é um par r-rígido, existe no máximo um par de suporte 
r-inclinante da forma (M, P') que possui (M, P) como somando direto.
Demonstração. Para que exista um par de suporte r-inclinante (M, P'), M  deve ser um 
módulo de suporte r-inclinante. Logo se M não é de suporte r-inclinante não existe um 
complemento da forma (M , P'). Vamos supor então que M seja um módulo de suporte 
r-inclinante. Suponhamos também que os suportes d e M e P  sejam respectivamente 
Supp(M) =  eSupp(topP) =  Então:
• Se { 1 , 2 , . . . ,n}  \  = 0 ,  então (M ,P ) já é um par de
suporte r-inclinante, e não pode ser completado, uma vez que \M\ + \P\ =
k + m = n.
• Se {1,2,.. . ,n} \ { Í ! , i2, .. = ÍPuP2, ■ ■ ■ ,Ps] defina o módulo pro­
jetivo P' = P@ ePtA ^. Logo (M, P') é um par de suporte r-inclinante e, além 
disso, é o único dessa forma, pois \M\ + \P’\ = \A\.
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□
Vamos lembrar que uma /f-aproximação à direita de um ^4-módulo M é um 
morfismo 4> ■ X  — > M, com X  em X , de forma que para qualquer outro morfismo 
0' : X' — > M, com X' e X, exista um morfismo /  : X' — > X  que faz o seguinte 
diagrama comutar
Lema 4.11 ((AIR14), 2.6). Seja 77 : 0 ------ > Y   > T  — > X  uma sequência
exata em mod.4, onde T  é um módulo r-rígido e /  é uma (addT)-aproximação à direita. 
Então Y  e -l (tT ).
Demonstração. Podemos supor que existe uma sequência exata
77 : 0 ------ > Y   ► T' X   >• 0,
simplesmente trocando X  por lm / .  Podemos aplicar o funtor contravariante Homa ( - , tT) 
na sequência 77 obtendo, de acordo com a Observação 1.19, a seguinte sequência 
exata
Homa (T ',tT)  -------> Homa (Y,tT)   >■ Ext\{X,-rT) -------> Ext\{T',tT).
Como T é um módulo r-rígido e V  e  addT  temos que Horru(T^rT) =  0, donde temos 
que a sequência
0 -------> Homa (Y,tT)  y Ext\ {X , tT) -------> Ext\{T' ,tT)
é exata. Por hipótese /  : T' — > X  é uma (addT)-aproximação à direita, logo a aplicação 
Hom^T, / )  : H o rru ^ T ')  — > HomA(T,X), que é induzida por / ,  é sobrejetiva. De 
fato, seja x e  H o m ^ ^ X ) um morfismo, como /  é uma aproximação à direita, existe 
x1 e  Homa(T,T’) que faz 0 seguinte diagrama comutar
T  — ^  X.
T
Portanto a aplicação induzida na categoria quociente (por projetivos)
H o rru (^ /) = H o m ^ T ')  — > Honu(T,X)
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também é sobrejetiva, uma vez que se o morfismo x' e  Homa{T,T') se fatora por um 
módulo projetivo P, então x g HomA(T,X) também se fatora pelo mesmo projetivo:
T  —?—y X.
T
Por outro lado, pelas Fórmulas de Auslander-Reiten temos que
E xt^(/,rT ) ^  D H o n u ír-^ rT ),/)  ^  DHom ^T,/).
Portanto se HomA(T, f ) é sobrejetiva, então Ext\(f,rT)  é injetiva. Logo temos que
Ker (Ext\{f,rT))  =  0 e como Homa(Y,tT) =  Ker (E xt^(/,tT )) =  0, donde temos que
Y  G ±{rT). □
O lema a seguir mostra que existe uma relação entre (FacT)-aproximações 
minimais à esquerda e a classe ±(tT) n P±, quando (T, P) é um par r-rígido.
Lema 4.12 ((AIR14), 2.20). Seja (T, P) um par r-rígido. Se U é um módulo r-rígido 
que satisfaz a condição J-(rT) n PL c ±{rU) então existe uma sequência exata de 
A-módulos U — T  —?—y C  y 0, onde:
(1) /  é uma (FacT)-aproximação minimal à esquerda;
(2) r  G addT, C G addP(FacT) e addT' n addC =  0.
Demonstração. Pode-se mostrar que se T  é um módulo então qualquer módulo X
possui uma (addT)-aproximação minimal à esquerda. Considere então /  : U — > V
uma (addT)-aproximação minimal à esquerda de U e considere a seguinte sequência
exata U — s> T  ——> C ------ >■ 0. Então g é um elemento do ideal (categórico)
rad^(T', C) (ou seja, se Ç : C — > Y  e g  : Y  — > T' são morfismos, então Çg g rad A(C, Y) 
e gg e  rad,4(y, C )). Sejam X  g FacT um módulo e s :U  — > X  um morfismo. Existe um 
morfismo h que é uma (addT)-aproximação à direita sobrejetora para o módulo X  e, se
Y  =  Ker h, temos a seguinte sequência exata
0 ------ > Y   > T" —^  X  ------ > 0, (4.1)
e logo pelo Lema 4.11 temos que Y  g  ± {t T ) .  Aplicando o funtor covariante Horru(P, - )  
na sequência exata (4.1) obtemos a seguinte sequência exata:
0 ------ ► Horru(P, Y)  >■ Hom^íP.T")   ̂ HomA(P,X). (4.2)
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Como (T, P) é um par r-rígido temos que Hom(P, T) = 0, e como T" e  addT segue que 
Homa(P,T") =  0. Logo pela exatidão da sequência (4.2) temos que HomA(P,Y)  =  0. 
Então temos que Y  e ± ( t T ) e vimos agora que Y  e P L, portanto concluímos que Y  e  
±{rT)  n P1 c  ±{t U), pois por hipótese temos que ±{tT) n P i c  ± {rU). Vemos então 
que Homa(Y,t U) =  0 e pela Fórmula de Auslander-Reiten temos que 
Através da aplicação do funtor covariante HomA(U, - )  na sequência exata (4.1) obtemos 
a sequência exata
H o rru (P ,T ") "omA{u’h) > HomA(U,X)  ----------------->• Ext^(P, y )  =  0.
Portanto a aplicação HomA(U,h) : HomA{U,T") — > HomA(U,X) é sobrejetiva, o que 
significa que dado um morfismo s : U — > X,  existe t : U — > T" tal que s = ht:
U X.
Como T" e  addT  e /  é uma (addP)-aproximação à esquerda, existe algum morfismo
u : T' — > T" tal que t =  uf\
U — r—> T
Logo hu : T  — > X  é um morfismo tal que (hu)f =  h(uf ) =  ht =  s, o que mostra 
que /  é uma (FacT)-aproximação à esquerda, pois vimos que para cada morfismo 
s : U — > X,  existe um morfismo hu : T  — > X  que faz o seguinte diagrama comutar:
U — r—> T
X.
Do fato de que lm /  =  Ker g, obtemos uma sequência exata
0 -------->• lm /  — ?-> V  — C  --------  ̂ 0
da qual obtemos uma nova sequência exata através da aplicação do funtor contravari- 
ante H o rru (- , Z), para cada Z e  FacT:
HomA(T,,Z )N̂ f )HomA(lm /,Z ) ------->• Ext^(C7,Z) ------ > E x t ^ r ,^ ) .  (4.3)
Temos que HomA(f, Z) : Z) — > HomA(U, Z) é sobrejetiva para cada Z e
FacT, pois como / é uma (FacT)-aproximação à esquerda, para cada morfismo z e
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HomA(U, Z) existe um morfismo q e  FlorrutT', Z) que faz comutar o diagrama:
U V
Z.
Logo Horru(i, FacT) : Horru(T', FacT) — > Hom^lm /,  FacT) é sobrejetiva. De fato, 
sejam dados Z e  FacT e j  : lm /  — > Z, se / ' :  U — > lm /  é a correstrição de / ,  temos 
que
U —^  lm /  — 'Í->. T  
j 
Z.
Logo existe p : T' — > Z tal que p f  = j f ,  i.e., p i f  = j f ,  e como f  é epimorfismo 
temos que pi = j.
Como T  é T-rígido temos Horru(T, tT) =  0, o  que significa que Ext^(T, FacT) =
0 pela Proposição 3.11, e como V  e addT temos Ext^(T ', FacT) =  0. Por outro lado, 
como existe uma sobrejeção de T  em C, temos que C e  FacT. Devido ao fato de que 
Horru(i, Z) é sobrejetiva e Ext^(T', FacT) = 0 na sequência exata (4.3) temos
Florriy^T', Z) —  ^   ̂ > Florru(lm / ,  Z) --------------> Ext^(C, Z)  > 0
para cada Z e FacT. Desta forma Ext^(C, FacT) = 0 e temos que C é Ext-projetivo em 
FacT, i.e., C e addP(FacT) e C £ FacT.
Para concluir que addT ^addC  = 0 basta mostrar que Hom(T', C) = rad A(V,C).
Seja p : T  ->■ C uma aplicação arbitrária, como 0 ------ > lm /   > T  ——> C ------ > 0
é uma sequência exata curta, aplicando o funtor covariante FlomA(U, - )  temos uma 
sequência exata
Homa{U,T) HomA{U’9) > HomA{U,C)  ► Ext\(U, lm / ) .
Como lm /  =  U/Ker / ,  temos que lm /  e Fact/ de forma que Ext^(í7, lm / )  =  0, uma 
vez que U é um módulo r-rígido de forma que HomA(U,rU) =  0 e Ext\{U, FacU) =  0. 
Pela sequência exata acima, Hom A(U,g) : Hom^(í7,T/) ->■ HomA(U,C) é sobrejetiva e 
como pf e  FlomA(U, C ) existe t : U — > T  tal que pf = gt\
T
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Além disso, do fato de que /  é (addT)-aproximação à esquerda e f e  addT, existe 
uma aplicação v : T  — > V  tal que t =  vf:
U — f—> T
T .
Então (p -  gv)f = p f -  gvf  = p f  -  gt = p f  - p f  = 0, e existe algum w : C — > C tal que
p -  gv = wg, pois como U — T' — C ------ > 0 é exata implica a exatidão da
sequência
0 — ► HomA(C ,C ) — ► Hom A(T',C)  — ► Hom A{U,C)
w i— ► p -  gv =  wg i— ► (p -  c?v)/ =  0
através do funtor contravariante H o iru ^ C ). Logop =  ^  + e, como g e  radA{T',C),
temos que p g rad^(T', C). Portanto HomA(T', C) = rad A{T\ C), e logo concluímos que
add {T') n add (C) = 0. □
Desta forma o próximo lema permite concluir que, quando o módulo C do lema 
anterior é nulo, existem isomorfismos entre U/U(e) e V  para algum idempotente e e A. 
Isto é:
Lema 4.13 ((AIR14), 2.21). Suponha no lema anterior que C =  0. Então /  : U — > T  
induz um isomorfismo U/U(e) = T  para um idempotente maximal e e A satisfazendo 
Te =  0. Em particular, se T ê  sincero temos U =  T'.
Demonstração. Temos que a sequência
0 ------ > Ker / ------ > U T  -------> 0
é exata e aplicando o funtor contravariante Horru(-, FacT) obtemos uma nova sequên­
cia exata
Horru(/,FacT)
HomA(T', FacT) -------> HomA([7, FacT) -------> HomA(Ker/ ,  FacT)  > Ext^(T ', FacT)
Observe que, como T  é a primeira entrada de um par de suporte r-inclinante, então 
T  é um módulo r-rígido (por definição), logo para algum idempotente e e  A tem-se 
que Horru/(e) (T,TA/{e)T) =  0 donde Horru(T, tT )  =  0 (pelo Corolário 3.19) e finalmente 
pela Proposição 3.11 temos que E xt\(T , FacT) =  0. Como T  e  addT temos que
Ext(T;, FacT) =  0.
Do fato de que Hom^(/, FacT) é sobrejetor (i.e., para cada Z e FacT o morfismo 
HomA(f,  Z) é sobrejetor) segue que HomA(Ker / ,  FacT) = 0 e logo Ker /  g  -‘-(FacT). Por 
outro lado, como Te = 0 temos que T  é um (^4/(e))-módulo.
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Se T  é uma classe de torção de mod ,4 que contém FacT, então ela deve conter 
todos os módulos simples que são fatores de composição de T. Portanto mod {A/(e)) é 
a menor classe livre de torção de mod A contendo FacT. Então temos um par de torção 
(-‘-(FacT), mod (A/(e))) e uma sequência canônica associada a X  dada por
0 ------ > X{e) ------ ► X  ------ ► X/X(e)   > 0. (4.4)
Como Ker /  g -‘-(FacT) e T ' e  FacT c  mod (A/(e)), a sequência canônica de U é dada 
por (4.4). Então temos que U/U(e) =  V .  □
E finalmente podemos observar o que acontece com os somandos de um dado 
módulo T-inclinante básico com relação às classes de torção da forma l {tM ) e FacM.
Proposição 4.14 ((AIR14), 2.22). Seja T  =  X  © U um módulo r-inclinante básico, com 
X  um módulo indecomponível. Então ocorre apenas uma das seguintes afirmações: ou
±(tU) C x ( tX )  OU X  G FactT
Demonstração. Vamos mostrar inicialmente que sempre ocorre que ±(tU) c  ±{tX) 
ou X  g Fact/ quando X  © U é um módulo r-inclinante básico e X  é um módulo 
indecomponível. Seja Y  ® U o complemento de Bongartz de U. Então no Corolário 
3.30 vemos que -L( r (y  ® U)) = ±(tU) d  ±(tT). Considerando o par r-rígido (X  ® U,0) 
e a sequência exata
Y @ U  — ^  T '® U  —?-> T" ------ >• 0,
no Lema 4.12 temos que F  = (£ ° ) \ Y  ®U — > T  ® J7 e /  : Y  — >■ T  são (FacT)-apro- 
ximações minimais à esquerda, T 'e T "  estão em addTe também add(T'®[7)naddT" = 
0. Então T" g addX pois T" é um somando de T  =  X  ® U que não possui somandos 
diretos em comum com U.
(1) Suponhamos que T" ^  0. Como T" g addX, T" ^  0 e X  é indecomponível temos
que existe um inteiro 1 para o qual T" =  X e. Como o morfismo T' ® U — > T" 
da sequência anterior acima é um epimorfismo e T ' G  addíJ (pois T  e T" não 
possuem somando em comum) temos que T" g Fac(T' ® U) c  FacU.
(2) Assuma que T" =  0. Aplicando o lema anterior, F  : Y  © U — > V  ® U é um
isomorfismo pois T  é um módulo sincero e T" = 0. Então Y  g addT e logo Y  = X, 
pois Y e U  não tem somandos em comum, afinal 7 é o  complemento de Bongartz 
de U. Portanto i (rX ) =  ± ( ry )  d  ±(t U).
Agora mostraremos que as condições L{jU) c  x (rX ) e X  g Fací7 não ocor­
rem juntas. Suponha por absurdo que tenhamos ±(tU) c  j- ( tX ) e X  g FacU simul­
taneamente. Como X  G Fací7eT =  X © C /  temos que Fací/ =  FacT. Logo pela
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Observação 3.31, temos que FacT =  J-(rT ). Como por hipótese ± (tU) c  í (t X ) ,  temos 
que -l(t T ) =  -L(rí7). Portanto FacU =  FacT =  -l(t T ) =  -l(t í7) e logo U também é r -  
inclinante pela Observação 3.31, o que é uma contradição pois T  e U são r-inclinantes 
em uma mesma álgebra, com \T\ ±  \U\ (pois X  é indecomponível e T  =  X  ® U).
□
Seja (N, Q) um par r-rígido. Dizemos que o par (M, P) é um complemento 
do par (N, Q) se (M, P) é um par de suporte r-inclinante e (N, Q) é um par somando 
de (M, P). O próximo teorema mostra que cada par de suporte r-inclinante quase 
completo é somando de exatamente dois pares de suporte r-inclinante.
Teorema 4.15 ((AIR14), 2.18). Seja (U,Q) um par de suporte r-inclinante (básico) 
quase completo. Então (U, Q) é um par somando de exatamente dois pares (básicos) 
de suporte r-inclinante.
Demonstração.
(1) Vamos considerar primeiro um par de suporte r-inclinante quase completo da forma 
(U, 0), ou seja, um par r-rígido onde a primeira entrada é um módulo r-inclinante 
quase completo. Vimos no Capítulo 3 que existe uma bijeção dada por
sr-tilt^4 <— > f-tors A
M  i— > Fac M.
Suponhamos que X  e P  sejam módulos tais que (U ® X , P ) é  um par de suporte 
r-inclinante. Então U ® X  é  um módulo de suporte r-inclinante. Por esta bijeção 
temos que Fac(U © X)  é  uma classe de torção funtorialmente finita. Vamos mos­
trar que Fac(í7 © X)  pode assumir no máximo duas possibilidades:
ou Fac(£7 © X)  =  FacU ou Fac(C7 © X ) = ± (t U).
Se mostrarmos que existem no máximo essas duas possibilidades para a classe 
de torção Fac(í7©X) estaremos mostrando que existem no máximo dois módulos 
de suporte r-inclinante associados, pois para qualquer módulo de suporte r-  
inclinante M  temos uma única classe de torção funtorialmente finita associada à 
M  e por outro lado temos que FacU e l (t U) são classes de torção funtorialmente 
finitas distintas pois, se ocorresse que Fac£/ =  ± (t U), pela Observação 3.31 
teríamos que U seria um módulo r-inclinante, que não é o caso.
(a) Suponhamos que X  =  0. Então o módulo U é  (de suporte) r-inclinante e
temos que Facpf © U) =  Fací7.
(b) Por outro lado, s e i  ^  0 então X  © U é um A-módulo r-inclinante (pois
\X © U\ =  |i4 |). Logo o u I g  Fac£/ ou ± (tU) c  ± {tX),  de acordo com a 
Proposição 4.14:
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• se X  e FacU, então Fac(X © U) =  FacU\
• se ±(tU) c  x (rX ) então Facpí © U) =  ±(r(X © U)) =  ± (rU).
(2) Se (U, Q) é um par de suporte r-inclinante quase completo, com Q ^  0, existe 
um idempotente não nulo e e A tal que add Q =  adde A  Então temos que U 
é um (vl/(e))-módulo r-inclinante quase completo. Pelo item (1) segue que U 
é somando direto de exatamente dois (^4/(e))-módulos de suporte r-inclinante, 
donde conclui-se o resultado.
□
Desta forma vimos que cada par de suporte r-inclinante quase completo 
possui exatamente dois complementos como par de suporte r-inclinante. Em particular 
podemos considerar casos em que o par de suporte r-inclinante quase completo é da 
forma (M, 0), ou seja, M é um módulo r-inclinante quase completo.
Corolário 4.16. Seja M um módulo r-inclinante quase completo. Então M  possui dois 
complementos a módulos r-inclinantes se, e somente se, M é um Amódulo sincero.
Demonstração. Suponhamos inicialmente que M seja um Amódulo sincero, então 
temos que Supp(M) = Supp(A). De acordo com o teorema anterior, o par (M, 0) possui 
exatamente dois complementos. Se Pi é o i-ésimo módulo projetivo indecomponível 
então o par não é r-rígido pois pelo Lema 4.4 temos que Floma(Pí,M) ±  0,
uma vez que Me* ^  0. Logo existem dois módulos não isomorfos Nx e N2 tais que 
(M © Ni, 0) e (M © N2, 0) são pares de suporte r-inclinante, ou seja, JVi e N2 são tais 
que M © Ni e M © N2 são módulos r-inclinantes.
Por outro lado, suponhamos que M seja um módulo sincero e que não possua 
dois complementos a módulos r-inclinantes. Então algum dos complementos do par 
(M, o) é da forma (M,Pi) para algum módulo projetivo indecomponível Pi. Se é 
o idempotente tal que addP =  adde*A, pelo Lema 4.4 temos que Me* =  0, o que 
é absurdo com a hipótese de M ser sincero. Portanto M tem dois complementos a 
módulos r-inclinantes. □
Este corolário pode ser reescrito da seguinte forma:
Corolário 4.17. Considere (M ,P ) um par r-rígido básico em modA que satisfaz 
#(Supp(M) u Supp(top P)) =  #(Supp(^4)) e \M\ + \P\ = \A\ -  1. Então existem únicos 
módulos básicos não isomorfos Nu N2 e  mod 4̂ tais que (M © Ní: P) e (M © N2, P) são 
pares de suporte r-inclinante.
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Demonstração. Seja e e  A o  idempotente tal que P  =  eA. Nesse caso temos que M  
é um (^/(e))-módulo r-inclinante quase completo. Usando o corolário anterior temos 
que existem dois complementos Nx e N2 de M  a (,4/(e))-módulos r-inclinantes. □
4.3 MUTAÇÕES DE PARES E O GRAFO V{sr-t\\tA)
Na seção anterior vimos que cada par de suporte r-inclinante quase completo 
possui exatamente dois complementos. Nesta seção veremos algumas propriedades 
que os complementos de pares r-rígidos possuem e vamos definir o grafo dos pares 
de suporte r-inclinante.
Seja (M, P)  um par r-rígido. Definimos o suporte do par (M, P)  como sendo 
o par ordenado de conjuntos Supp(M ,P)  =  (Supp(M),Supp(top P )). Esse conceito 
generaliza a ideia de suporte de módulo r-rígido, pois se temos um par r-rígido (M, 0), 
então Supp(M) está naturalmente identificado com o par (Supp(M), 0 ) .  Convém lembrar 
que temos inclusões dadas por
t iltA  — > r -t i lt .4 ;  r - t i l tA  — > sr-tilt^4; sr-t i ltA  — > P (sr -t i l tA ) ;
M  i— > M  M  i— > M  M  i— > (M ,eMA )
onde P(sr-tiltA) denota o conjunto de todos os pares de suporte r-inclinante e eM é 
o idempotente maximal para o qual M eM = 0. Podemos definir um grafo P(sr-tilt A) a 
partir dos pares de suporte r-inclinante da seguinte forma:
(1) o conjunto de vértices de V{sT-t\\tA) é o conjunto P(sr-tiltA);
(2) dois pares de suporte r-inclinante estão conectados por uma aresta se eles pos­
suem um par de suporte r-inclinante quase completo que é somando direto de 
ambos.
Exemplo 4.18. Seja A a álgebra cujo quiver ordinário é dado por
Qa ■ 1 <  2 <-------  3.




l --------------------  2 ------------------------  3.
Portanto temos que:
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(0) o único A-módulo r-rígido de tipo 0 é o módulo nulo. Este módulo está associado
naturalmente ao par de suporte r-inclinante (0, Pi ® P2 ® P3), onde Pi denota o 
i-ésimo módulo projetivo indecomponível para % <e {1,2,3};
(1) os A-módulos r-rígidos de tipo 1 são os módulos 1, 2, 3, \, % e 2 . Então consegui­
mos obter os pares de suporte r-inclinante (1, P2 ® P3), (2, Pi ® P3) e (3, Pi © P2). 
Observe que os módulos \, l e 2 não podem ser a primeira entrada de um par 
de suporte r-inclinante pois não são A-módulos de suporte r-inclinante;
(2) os ^4-módulos r-rígidos de tipo 2 são os ^4-módulos:
1 © 3; 1©?;  1 © 2 ; 2 ffi f ; 2 ©1 ;  2 © 2 ; 3 f f i | ;  3 © 1; f f f i i ;  | © 2 .
A partir destes obtemos os pares de suporte r-inclinante (1 © 3, P2), (1 © \ , P3), 
(2 © 1 , P3), (2 © l , Pl) e (3 © 2 ,P\). Novamente, os módulos 1 © 2 , 2 © 2 , 3 © 2 ,  
l © 2 e % © 2 não são módulos de suporte r-inclinante e portanto não podem 
ser a primeira entrada de um par de suporte r-inclinante;
(3) os ^4-módulos r-rígidos de tipo 3 são os módulos:
1 © 3 © 2 ; l f f i f f f i i ;  2 © f © 1; 2 © | © i ;  3 ffi |  © i  ,
e estes módulos (de suporte) r-inclinantes dão origem aos seguintes pares de 
suporte r-inclinante
( l © 3 ©  2 , 0)  ; ( 1 © 5 ffi 2 , 0)  ; ( 2 © l © 2 , 0)  ; (2  ffi | ffi 2 ,0)  ; (3  ffi | ffi 2 , o) . 
Podemos então construir o grafo de suporte r-inclinante P(sr-tilt^4) para esta
álgebra
(0, Pi ffi P2 ffi P3)
(3 ffi I , Pi)
(l ffi 3 ffi 2,0) -  (l ffi ? ® 2,0) — (2 ffi l ffi 2,0) — (2 ffi I ffi 2,0) -  (3 ffi i ffi 2,0) .
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Observe que todos os pares de suporte r-inclinante que estão conectados por uma 
aresta no grafo acima possuem um par de suporte r-inclinante quase completo que 
é somando direto de ambos. Por exemplo, os pares (2 © \ , P3) e (2, Px © P3) estão 
conectados por uma aresta pois possuem como somando direto comum o par de 
suporte r-inclinante quase completo (2, P3).
Observe que no exemplo anterior, cada vértice do grafo ^(sr-tilt A) está conec­
tado a exatamente três vértices. Esta observação sugere lembrar a seguinte definição.
Definição 4.19. Seja G =  (G0, Gi) um grafo. Dizemos que os vértices a,b e G0 estão 
conectados por uma aresta se existe uma aresta a e Gi de extremos a e b. Também 
dizemos que G é um grafo n-regular se para cada vértice a e  G0 existem exatamente 
n outros vértices au a2, . . . , a n e G 0 conectados a a por uma única aresta e não existe 
nenhum outro vértice b e G 0 \ {ai, a2, . . . ,  an} conectado a a por uma aresta.
O que ocorreu com o grafo do exemplo anterior não é uma coincidência. A 
próxima proposição mostra que esse fato acontece para qualquer álgebra A.
Proposição 4.20. Seja A uma álgebra. Então o grafo V(sr-t\\tA) é um grafo n-regular.
Demonstração. Seja (M, P) um par de suporte T-inclinante. Como \M\ +  |P| =  \A\, 
temos que (M, P) tem exatamente n pares somandos diretos que são de suporte 
r-inclinante quase completo. Para cada um desses pares de suporte r-inclinante 
quase completo existe um outro par de suporte r-inclinante distinto de (M ,P ) que é 
complemento desse par de suporte r-inclinante quase completo, de acordo com o 
Teorema 4.15. Logo, cada um desses pares de suporte r-inclinante quase completo está 
conectado a (M, P) por uma aresta, e segue que V(sr-t\\tA) é um grafo n-regular. □
Nos próximos resultados vamos explorar as propriedades que os suportes dos 
vértices do grafo n-regular V(sT-t\\tÂ) possuem. Vejamos inicialmente que se (M, P) 
é um par de suporte r-inclinante então os conjuntos Supp(M) e Supp(top P) induzem 
uma partição no conjunto {1,2,. . . ,  n}.
Lema 4.21. Seja (M, P) um par r-rígido. Então Supp(M) n Supp(top P) =  0 .
Demonstração. Suponhamos por absurdo que exista um índice i e  Supp(M)nSupp(top P) 
Como i e  Supp(top P ), temos que o i-ésimo módulo projetivo indecomponível Pi é  so­
mando direto de P, donde Hom {Pi,M) =  0. Por outro lado, s e i  e Supp (M) então 
temos que Me* ^  0 pela definição de suporte de M. Logo pelo Lema 4.4 segue que 
Horru(Pj, M) ±  0. Portanto temos uma contradição e logo por absurdo mostramos que 
Supp(M) n Supp(top P) =  0 .  □
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Isto significa que para qualquer par r-rígido os conjuntos Supp(M) e Supp(top P) 
são disjuntos. O próximo lema mostra que no caso em que o par (M, P) é um par de 
suporte r-inclinante, podemos escrever o conjunto {1,2,. . . ,  n}  como união disjunta de 
Supp(M) e Supp(top P).
Lema 4.22. Se (M, P) é um par de suporte T-inclinante então
Supp(M) u Supp(top P) = { 1 , 2 , . . . ,  77,}.
Demonstração. Sabemos que se M  é um yl-módulo r-inclinante então \M\ =  |̂ 4|, 
donde temos que #(Supp(M)) =  #(Supp(^4)). Além disso, se (M, P) é um par de 
suporte r-inclinante, onde e e A é  um idempotente com addP =  addeA, então M  é 
r-inclinante quando visto como um (A/(e))-módulo. Logo
#(Supp(M)) =  #(Supp(^/(e))) =  \A/(e)| =  \A\ -  \P\.
Além disso, tem-se que \P\ =  #(Supp(top P)) pois a cada somando projetivo inde- 
componível P temos um elemento i g Supp(top P) no suporte do topo de P. No lema 
anterior vimos que a união Supp(M) u Supp(top P) é disjunta então segue que
#(Supp(M)uSupp(top P)) =  #(Supp(M)) +  #(Supp(top P )) =  \A\-\P\ +  \P\ =  \A\ =  n.
Logo Supp(M) U Supp(top P) =  { 1 , 2 , . . . ,  n }. □
Desta forma temos que a cada par de suporte T-inclinante é associada uma 
partição em {1,2,. . . ,  n}, como podemos ver no exemplo a seguir.
Exemplo 4.23. Seja A a álgebra dada pelo quiver 1 -̂-----  2- -̂----- 3. Considere o
par de suporte r-inclinante (1 ® ?, P3). Então
Supp(M) U Supp(top P) =  {1, 2} U {3 }  =  {1,2,3} .
Veremos a seguir que as partições associadas aos pares de suporte r-inclinante 
quase completos em {1,2,. . . ,  n}  se relacionam com as partições de seus complemen­
tos no mesmo conjunto.
Proposição 4.24. Seja (N , Q) um par de suporte r-inclinante quase completo. Então
#(Supp(iV) U Supp(top (Q)) G {n  -  1,77.}.
Demonstração. De fato, suponha que (IV, Q) seja um par de suporte r-inclinante quase 
completo então \N\ + \Q\ = \A\ -  1. No Corolário 3.20 vimos que
\N\^#{Supp{N))^\A/(e)\ =  \A\-\Q\,
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onde e e A é um idempotente tal que addQ = addeA Logo
\N\ + \Q\ ^ #(Supp(N)) + \Q\ ^ \A\ -  \Q\ + \Q\ = \A\.
Como IQI = #(Supp(top Q)) temos que
\A\ -  1 ^  #(Supp(iV)) + #(Supp(top Q)) ^  \A\, 
e pelo Lema 4.21 temos que
n — 1 ^ #(Supp(iV) U Supp(top Q)) ^ n, 
uma vez que (Supp(iV)) n (Supp(top Q)) =  0. □
Por consequência esta proposição nos permite contar quantos elementos 
aparecem no suporte de um módulo r-inclinante quase completo, como veremos no 
corolário a seguir.
Corolário 4.25. Se N  é um Amódulo r-inclinante quase completo então
#(Supp(iV)) e  {n  — 1, n}.
Demonstração. Se tomarmos Q = 0 na proposição anterior teremos que
{ n - l , n }  3  #((Supp(iV)) U (Supp(top Q))) =  #(Supp(iV)).
□
No Corolário 4.16 vimos que um módulo r-inclinante quase completo possui 
dois complementos se, e somente se, é sincero. O próximo teorema mostra uma relação 
entre a cardinalidade de Supp(M) e as formas como M  pode ser completado a um 
módulo de suporte r-inclinante.
Teorema 4.26. Seja M  um Amódulo r-inclinante quase completo.
(1) Se #(Supp(M)) =  \A\ então existem dois módulos iVi e N2 básicos não isomorfos
tais que M  ® Nx e M  ® N2 são Amódulos r-inclinantes.
(2) Se #(Supp(M)) < \A\ então existe um único módulo básico indecomponível N  tal
que M  ® N  é um Amódulo r-inclinante e existe um único módulo projetivo P 
básico tal que (M, P) é par de suporte r-inclinante.
Demonstração. Considere o par (M, 0) naturalmente identificado ao módulo r-inclinante 
quase completo M, uma vez que Supp(M) u Supp(top (0)) =  Supp(M).
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(1) Suponha que #(Supp(M) u Supp(top (0)) =  #(Supp(M)) =  n =  \A\. Então existem
únicos módulos básicos Ni e N2, não isomorfos, tais que (M ©  Ni,0) e (M®N2,0) 
são pares de suporte r-inclinante. Portanto M  © Nx e M ® N2 são r-inclinantes.
(2) Suponha que #(Supp(M)) < \A\, com M é um módulo r-inclinante quase completo,
temos que #(Supp(M)) =  #(Supp(M) u Supp(top (0)) =  n -  1, pois temos que 
#(Supp(M)) < n e  pelo Corolário 4.25 temos que #(Supp(M)) e {n -  1 ,n}. Pelo 
Complemento de Bongartz do Teorema 3.29, o par (M, 0) possui um complemento 
da forma (M®N, 0) e logo possui um complemento da forma (M, P), onde P =  e{A 
e * é tal que {*} =  {1,2,. . . ,  n} \ Supp(M). Logo M © N  é um módulo r-inclinante 
e P é o módulo projetivo tal que (M, P) é um par de suporte r-inclinante.
□
Diremos que (T, P) e (T', P') são mutações um do outro sempre que (T, P) e 
(T7, P') são pares de suporte r-inclinante que possuem um par de suporte r-inclinante 
quase completo (U, Q) como somando direto comum e existe um módulo indecomponí- 
vel X  que satisfazT = U ® X o u P  = Q®X.
Anteriormente definimos o grafo V(sr-t\\tA) onde:
• o conjunto de vértices é dado pelo conjunto dos pares de suporte r-inclinante;
• colocamos uma aresta entre dois pares de suporte r-inclinante se ambos possuem 
um par de suporte r-inclinante quase completo que é somando direto de ambos
e de acordo com a seguinte observação é possível definir uma ordem parcial no 
conjunto de vértices de V(sr-t\\tA).
Observação 4.27. Se T  e U são módulos de suporte r-inclinante, denotamos T  ^  U 
quando FacT d  Fací7. Esta relação determina uma ordem parcial em s r-tiltA  Além 
disso, s e T ^ U  e FacT 2 Fac U denotaremos por T > U.
Vejamos o que acontece com as classes de torção funtorialmente finitas FacT 
quando temos dois vértices conectados por uma aresta no grafo T (sr-tilt^ ).
Lema 4.28. Seja (U, Q) um par de suporte r-inclinante quase completo com comple­
mentos (T, P) e (T', P'). Então temos que {FacT, FacT'} =  {Fací7, -L(rí7) n Q±}.
Demonstração. Suponhamos primeiramente que Q = 0. Então vimos na demonstração 
do Teorema 4.15, que a classe de torção Fac(X © U) é sempre igual a Fací7 ou -L(r/7), 
quando X  é um módulo indecomponível tal que X  © U é r-inclinante.
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Além disso, pelo Teorema 3.26 cada módulo de suporte r-inclinante M associ­
amos uma classe de torção funtorialmente finita FacM.
(1) Suponhamos que T = U. Logo FacT =  FacU. Neste caso temos que T ' = X  © U
para algum módulo indecomponível X. Necessariamente X  é o complemento de 
Bongartz de U e logo ±(tU) c i (rX ). Se T = U ® X, pelo Corolário 3.30 temos
que Fac{X ®U) = ±{r{X © U)) = ±{rU).
(2) Suponhamos que T =£U e T '  ^U .  Pela Proposição 4.14 temos que X  e FacU ou
HrU)  C -‘- ( t X ) .
• S e l e  FacU então FacT =  Fac(í7 © X) = FacU.
• Se ±{tU) c  ±{tX), então Fac(X ® U ) =  ±{tU).
Logo FacT =  FacU ou FacT =  ±{rU). O mesmo pode ser feito para FacT'. Pela 
bijeção dada no Teorema 3.26, as classes de torção FacT e FacT' devem ser 
distintas, e logo temos que {FacT, FacT'} =  {FacU^irU)}.
Se Q ±  0 basta considerarmos a interseção com a classe QL. Desta forma temos
que {FacT, FacT'} =  {FacU n Q±, ±{tU) n Q1} = {FadJ,L{rU) n Q1}, onde 
Fací7 n Q i  =  FacU pois como U e Q1- (pela definição de par r-rígido) segue que 
FacU C Q±.
□
Seja A a álgebra cujo quiver ordinário QA é dado por 1 <------  2 <------  3.
Vimos no Exemplo 4.18 que (1 ,P2 © P3) e (1 © \ ,P3) são dois pares de suporte t - 
inclinante que estão conectados por uma aresta em V(sr-t\\tA). Com isso vemos que 
1 © \ > 1, pois Fac (1) £  Fac (1 © \ ). A próxima proposição mostra que isto sempre 
ocorre, i.e., se dois pares de suporte r-inclinante estão conectados em V(sr-t\\tA) 
então T  > T' ou T' > T.
Proposição 4.29. Sejam (T, P) e (T', P') dois pares de suporte r-inclinante conectados 
por uma aresta em V(sT-t\\tA). Então T  > T' ou T  < T'.
Demonstração. Como (T, P) e (T', P') são dois pares de suporte r-inclinante conec­
tados por uma aresta em V(sr-t\\tA), existe um par de suporte r-inclinante quase 
completo (U, Q) que é somando direto comum de ambos. Pelo lema anterior temos 
que {FacT, FacT'} =  {FacC/, ±{tU) d Q-1}. Suponhamos, sem perda de generalidade, 
que FacT =  Fací7 e FacT' =  L{rU) n QL. Pela Proposição 3.28, vimos que se T  ê uma 
classe de torção funtorialmente finita e U é um módulo r-rígido então U e addT(T) se, 
e somente se, Facf7 c  T  c  ±(tU). Em particular considere T  =  Fací7. Logo temos que
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FacU c  ± (t U).  Além disso, como HorrutQ, U) =  0, pois (U, Q) é um par r-rígido, temos 
que Horru((2, Fací/) =  0 e então FacCZ c  QL. Portanto, FacCZ £ ±(jU) n QL, donde
FacT =  FacU £  ±(rU) n Q ± =  FacT .
Portanto temos que V  > T. Analogamente, se FacT' =  FacU e  FacT =  ±(tU) n Q1 
temos que T  > T '. □
De acordo com essa proposição, sempre temos que T  > T  ou V  > T  para 
quaisquer dois pares (T, P) e (T', P') de suporte r-inclinante conectados por uma 
aresta em ^(sr-tiltA ). Neste caso:
(1) se T  > T ', dizemos que V  é mutação à esquerda de T;
(2) se T  < T ', dizemos que V  é mutação à direita de T.
No caso da álgebra A = kQA onde QA é  o quiver 1 <------  2 <-------  3 que
vimos no Exemplo 4.18, que 1 © \ > 1, ou seja, 1 ® \ é mutação à direita de 1 ou 1 é
mutação à esquerda de 1 ® f . Também temos que 2 ® | é mutação à direita de 3 © \,
ou equivalentemente, 3 © | é mutação à esquerda de 2 © | . Além disso, essas noções
de mutação à esquerda e à direita são compatíveis como evidencia a proposição a
seguir.
Proposição 4.30. Sejam T e U  dois módulos de suporte r-inclinantes sobre A. Então 
as seguintes afirmações são equivalentes:
(1) U é mutação à esquerda de T;
(2) T  é mutação à direita de U\
(3) T  > U e não existe V e  sr-tilt^4 tal que T > V  > U.
Portanto concluímos que dois pares de suporte r-inclinante (T, P ) e (T ', P') 
estão conectados por uma aresta em T (s r -t iltA ) se, e somente se, T ' é mutação à 
esquerda de T  ou T  é mutação à direita de T, de forma que não temos ciclos de 
tamanho 3 em V(sT-t\\tA) pois neste caso o item (3) da proposição anterior não valeria 
(conseguiríamos encontrar uma ordem entre os pares de suporte r-inclinante de forma 
que suas primeiras entradas satisfizessem a condição T  > V  > U).
Desta forma conseguimos caracterizar os módulos envolvidos nas mutações à 
esquerda e à direita da seguinte maneira:
Proposição 4.31. Sejam (T, P) e (T ', P') dois pares de suporte r-inclinante conectados 
por uma aresta. Se T  =  X  ® U, onde U é um módulo r-rígido e X é um módulo 
indecomponível são equivalentes:
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(1) T  é mutação à esquerda de T;
(2) T > T'\
(3) X  g  Fac U\
(4) J-(rX) D ±(tU).
Demonstração.
(1) (2): É a definição de mutação à esquerda.
(3) (4): Pela Proposição 4.14 temos que o u l e  FacU ou i ( rX )  d ± {t U)  é válida,
donde segue a equivalência.
(2) =► (3): S eT > T7, então pela definição da ordem parcial em Visr-tWtA) temos que
FacT 2  FacT7. Logo Fac(X © U) =  FacT 2  FacT7 =  FacU. Portanto segue que
X  g  FacT  =  Fací/, pois teríamos que FacT =  Fací/ =  Fac(X ® U ) =  FacT7 se 
X  e FacT7, o que contradiz a hipótese de que FacT 2 FacT7.
(3) =>• (2): Supondo que X  FacU, temos que Fac(X © U) 2  FacU e logo segue que
FacT 2 FacT7. Logo T  >  V .
□
Proposição 4.32. Sejam (T, P) e (T7, P') dois pares de suporte r-inclinante conectados 
por uma aresta. Se T  =  X  © U, onde U é  um módulo r-rígido e X  é um módulo 
indecomponível são equivalentes:
(1) T  é mutação à direita de T;
(2) T  <  T 7;
(3) X  € FacC/;
(4) -L(rX) 2  HrU).
Demonstração. A demonstração deste fato é análoga à demonstração da proposição 
anterior. □
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4.4 COMPLEMENTOS E SUPORTES DE PARES
Nesta seção iremos observar alguns casos particulares de complementos 
de pares T-rígidos através do suporte dos pares de suporte r-inclinantes. Estamos 
interessados aqui em obter algumas propriedades que facilitem a construção do grafo
V(sT-t\\tA).
Lema 4.33. Sejam A uma álgebra e m e  {1 ,2,. . . ,  n} tal que não exista um laço no 
vértice m do quiver QA. Seja J  =  {1,2,. . . ,  n} \ {to}. Então existe um único ^4-módulo
indecomponível M tal que Horru P^M^j = 0 .
Demonstração. Vimos no Lema 4.4 que Homa(Pj ,M) =  0 se, e somente se, j  g  
Supp(M). Portanto
Hom^ =  0 «=> HomA(Pj, M) = 0, Vj' G J  j  Supp(M), V? € J.
Logo Supp(M) c  { to}. Como Supp(M) possui apenas um elemento, M  é indecom­
ponível e não existe laço em M segue que M = Sm, i.e., M é o m-ésirno módulo 
simples. □
Desta forma, sempre que um quiver não possui laços é possível mostrar que 
os únicos módulos que satisfazem a condição Hom^ Ph M̂ j =  0 são os módulos
simples. Se retirarmos a hipótese de que não exista laço no vértice m  quiver QA, a 
única conclusão possível é de que Supp(M) =  {to}.
Proposição 4.34. Sejam A uma álgebra e P = Q e j A  um módulo projetivo, onde
jeJ
J  =  {1 ,2,. . . ,  n} \ {to } para algum m e  {1 ,2,. . . ,  n}, tais que não existe um laço em 
to no quiver ordinário QA. Então os complementos do par (0, P) são os pares (0, A) e
Demonstração. De fato, (0, A) é um complemento de (0, P) pois
A =  ejA = | ej Aj  © smA = P © emA. 
j=i \jeJ /
Suponhamos que (M,Q) seja um complemento de (0,P), com M ±  0. Como M ±  0 
temos que \M\ ^  1 e do fato de P ser somando de Q temos que \Q\ ^  \P\ = n -  1.
Então \M\ = 1 e \Q\ = n - 1, pois \M\ + \Q\ = n. Logo Q = P e (M, P) é r-rígido, donde
HomA(P, M) =  0. No lema anterior vimos que M  = Sm. Portanto o par (Sm, P) ê o outro 
complemento de (0, P). □
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Se retirarmos a hipótese de que não exista laço em m, a proposição acima 
não necessariamente é válida, pois é possível encontrar uma álgebra A que possui 
um módulo simples que não seja r-rígido. Porém, utilizando a mesma demonstração 
anterior, pode-se mostrar que existe um único módulo básico M cujo suporte satisfaça a 
condição Supp(M) = {m}  tal que (M, P) seja par de suporte r-inclinante. Obviamente, 
o outro complemento continua sendo (0, A).
Corolário 4.35. Se A é uma álgebra que não possui laço no vértice m e Q A então o 
m-ésimo módulo simples Sm é r-rígido.
Demonstração. De fato, vimos na proposição anterior que as únicas possibilidades 
de complementos do par (0, P) são os pares (0,^4) e (Sm,P ), onde P =  (£)ejA  e
J =  {1 ,2 ,. . . ,  n}  \ {m } para um m e {1 ,2 ,. . . ,  n}  fixado. Portanto, Sm é r-rígido, pois é 
a primeira entrada de um par r-rígido. □
Podemos também caracterizar como os suportes de um par de suporte r-  
inclinante se relacionam com o suporte do par de suporte r-inclinante quase completo 
que é seu somando. Neste sentido temos a seguinte proposição.
Proposição 4.36. Seja (N, Q) um par de suporte r-inclinante quase completo básico, 
com complemento básico (M ,P ).
(1) Se #(Supp(iV) u Supp(top Q)) =  n então Supp(M) = Supp(iV), P = Q e existe X
indecomponível tal que M = N © X.
(2) Se #(Supp(iV) uSupp(topQ)) = n -  1 então existe j  e  { 1 , 2 , . . . , n }  tal que ou
Supp(M) =  Supp(iV) U { j }  e P  = Q ou M = N e P  = Q® ejA.
Demonstração. Observe que de acordo com a Proposição 4.24, os itens (1) e (2) 
contemplam todas as possibilidades para a cardinalidade de Supp(iV) u Supp(top Q).
(1) Pelo Lema 4.21, temos que Supp(iV) n Supp(topQ) =  0- Por hipótese também 
temos que #(Supp(iV) u Supp(top Q)) = n. Isto significa que
#(Supp(M) U Supp(top P)) =  #(Supp(N) U Supp(top Q)) =  n.
Porém como #Supp(iV) c  #Supp(M) e também Supp(top Q) c  Supp(top P ) tem- 
se que Supp(iV) =  Supp(M) e Supp(topQ) =  Supp(topP). Como Supp(topP) e 
Supp(top Q) coincidem temos que P = Q. Além disso, temos que N é somando 
de M. Porém, como \N\ + \Q\ = \A\ -  1 e \M\ + \P\ = \A\, pois (N, Q) é um par de 
suporte r-inclinante quase completo e (M, P ) é um par de suporte r-inclinante, 
logo temos que \M\ =  \N\ +  1 e portanto existe X e  mod^l indecomponível tal 
que M = N ® X .
104
(2) Suponhamos que #(Supp(iV) u Supp(topQ)) =  n -  1. Então para algum índice 
j  e { 1 , 2 , temos que {1 ,2 ,. . . ,n }  \ (Supp(iV) u Supp(topQ)) =  {j } . E 
como temos as condições Supp(M) d  Supp(iV), Supp(topP) d Supp(topQ) e 
Supp(M)uSupp(top P) — {1 ,2 ,... , n}, temos que ou Supp(M) = Supp(iV)u{j} ou 
Supp(topP) = Supp(topQ) u { j } . Se Supp(M) =  Supp(iV) u { j }  temos que 
Supp(top P) d  Supp(top Q) e logo P  = Q. Observe que neste caso também 
temos que existe X  indecomponível tal que M  = N  ® X . Por outro lado, se 
Supp(top P) — Supp(top Q) u { j }  então P  — Q © ejA e M  — N.
□
Podemos usar a proposição anterior para obter relações entre a quantidade 
de somandos da primeira entrada de dois pares de suporte r-inclinante que estejam 
conectados por uma aresta em V(sr-t\\tA).
Corolário 4.37. Sejam (M, P) e (A/7, P') pares de suporte T-inclinante conectados por 
uma aresta em V(sr-ti\tA). Então #(Supp(M)) -  #(Supp(M ')) ^  1.
Demonstração. Se (M, P) e (Aí', P') estão conectados por uma aresta em P(sr-tiltA), 
então existe um par de suporte r-inclinante (N , Q) quase completo que é somando de 
ambos. Logo, pela proposição anterior temos que
#(Supp(M)),#(Supp(M')) e {Supp(iV),Supp(iV) +  1}.
Portanto #(Supp(M)) -  #(Supp(M')) □
Em particular, este resultado pode ser observado com relação a quantidade de 
somandos de M  e M'.
Corolário 4.38. Nas condições do corolário anterior temos que \M\ -  \M'
Demonstração. De fato, se (M, P) e (M P ' )  sao pares de suporte r-inclinante e temos 
idempotentes e, e' e A tais que addP =  add eA  e addF' =  add e’A então M  e M' são
módulos r-inclinantes sobre A /(e)  e A /(e'), respectivamente. Logo #(Sup
e #(Supp(M/)) =  \M'\ donde \M\ -  \M'\ = #(Supp(M)) -  #(Supp(M'))
o(M)) =  \M\ 
^  1. □
Desta forma o corolário anterior induz uma organização do grafo V{sr-t\\tA). 
De fato, podemos organizar este grafo por camadas onde:
• a camada superior possui o único par de suporte r-inclinante de tipo 0: (0, A)\
• a camada imediatamente inferior possui os pares de suporte r-inclinantes de tipo 
1, ou seja, pares de suporte r-inclinante da forma (M, P) com \M\ =  1;
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• a camada imediatamente inferior possui os pares de suporte r-inclinantes de tipo 
2, ou seja, pares de suporte r-inclinante da forma (M, P) com \M\ =  2;
• a última camada possui os pares de suporte r-inclinante de tipo \A\, i.e., os pares 
identificados com os módulos r-inclinantes.
Sendo assim, concluímos através deste último corolário que só existem arestas entre 
duas camadas adjacentes no grafo 'P (sr-tiltA ), e claro, arestas cujos extremos estejam 
em uma mesma camada. O exemplo a seguir mostra como essas camadas podem ser 
observadas.
Exemplo 4.39. Seja A a álgebra cujo quiver ordinário é dado por QA : 1 <-------  2 <------  3.
Vimos no Exemplo 4.18 que o grafo V(sr-t\\tA) desta álgebra é dado por:
(0, P \ © P 2 © P 3)
1 © 3© 2 , 0)  -  (2 © 1 © 1,0)  -  (3 © i  © 1, 0)  .
Observe que a camada superior desse grafo é formada pelo par de suporte r-inclinante 
(0, Pi © P2 © P3); a segunda camada é formada pelos pares que estão na segunda 
linha; a terceira camada é formada pelos pares que estão na terceira linha; e a última 
camada é formada pelos pares (M, 0) onde M é um módulo r-inclinante.
Exemplo 4.40. Seja A a álgebra de Kronecker cujo quiver ordinário é dado por
Qa ■ 1 2 .
Vimos no Exemplo 2.24 que esta álgebra possui infinitos módulos r-inclinantes e 
portanto infinitos módulos de suporte r-inclinantes. Desta forma 0 grafo V(sT-t\\tÂ) 




( f  © 2, 0 ) —  ( 2f f  © f  ,0) —  ( J f  ©
Neste grafo a camada superior de V(sr-t\\tA) contém somente o par de suporte 
r-inclinante (0, Pi ® P2). A camada imediamente inferior possui os pares de suporte 
r-inclinante (1 ,̂ 2) e (2,-Pi)- Por fim, todos os demais pares de suporte r-inclinante 
pertencem a camada mais inferior (observe que estes aparecem em quantidade infinita), 
sendo que dois deles estão conectados a um vértice da camada que contém todos 
os pares de suporte T-inclinante e todos os demais pares da camada inferior estão 
conectados apenas entre si.
4 .5  O  Q U IV E R  Q (sr-t i ltA )
Nas seções anteriores definimos o grafo V(sr-t\\tA) e vimos diversas propri­
edades acerca deste grafo. Na presente seção pretendemos ir um pouco mais além: 
queremos associar ao grafo V(sT-t\\tÂ) um quiver que guarde mais informações do que 
0 grafo original, sem que haja perda das mesmas. Nesse sentido definimos 0 quiver 
Q(sr-tiltA) dos módulos de suporte r-inclinante como sendo 0 quiver onde:
• 0 conjunto de vértices é 0 conjunto sr-tilt^4;
• para dois módulos de suporte r-inclinante M e N existe uma flecha M — > N em 
Q(sr-t\\tA) se, e somente se, M > N  e não existe módulo de suporte r-inclinante 
V tal que M > V  > N.
O quiver Q(sr-tiltA) representa a ordem parcial > definida em s r-tiltA  De fato, 
se M0 — > Mi — > M2 — > ■ ■ ■ — > Mr é um caminho em Q(sr-tilt) então temos que 
M0 > Mi > M2 > ■ ■ ■ > Mr. Por outro lado, se M e N  são módulos r-inclinantes, 
escolhemos uma sequência M = M0 > Mi > M2 > ■ • • > Mr = N para a qual não 
exista V e  sr-tiltA tal que M* > V > Mi+Í com ie{0,l,...,r-l} então temos uma 
sequência de flechas:
M = M0 ------ > Mi ■> M2 > Mr = N.
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Com isto vemos que M  > N  em Q(sr-tiltA) se, e somente se, existe um caminho de 
M  para N  em Q(sT-t\\tA). Desta forma podemos mostrar que o quiver Q(sT-tiltA) está 
relacionado com o grafo V(sT-t\\tA) da seguinte forma:
Proposição 4.41. O grafo subjacente de Q(sr-tiltA) é V(sr-t\\tA).
Demonstração. De fato, a cada módulo de suporte r-inclinante podemos associar um 
par de suporte r-inclinante através da bijeção dada por sr-tilt^l 9 M  -b- (M , P ) e 
P(sr-tilti4). Portanto os conjuntos de vértices de Q(sr-t\\tA) e V(sT-t\\tA) coincidem 
(estão identificados). Por outro lado, se dois vértices de Q(sr-tilt^4) estão conectados 
por uma flecha M  — > N, então FacM  2  FaciV, e pela observação anterior, não existe 
M' tal que M  > M' > N, e logo existe um módulo U que é somando de ambos, 
donde pode-se concluir que existem P  e Q projetivos tais que (M, P) e (N, Q) são 
complementos de um par de suporte r-inclinante quase completo (U, P ) que é somando 
direto de ambos. Então existe uma aresta entre (M ,P)  e (N,Q). Por outro lado, se 
(M , P) e (N, Q) estão conectados por uma aresta em 'P(sr-tiltA) então existe um par 
de suporte r-inclinante que é somando de ambos: (U, R ). Vimos na Proposição 4.29 
que ou M  > N  ou N  > M. Pela Proposição 4.30, não existe V  e  sr-tiltA tal que 
M  > V  > N  ou N  > V > M. Logo existe uma flecha entre M  e N, pois do contrário, 
haveria V  e sr-tilt^4 satisfazendo M  > V  > N  ou N  > V  > M. Logo o caminho entre 
M  e N  possui apenas uma flecha: ou M  — > N  ou N  — > M. □
Além disso, podemos ver que existe uma relação entre o quiver que possui 
como vértices os módulos r-inclinantes de A e e o quiver Q(sr-tiltA).
Proposição 4.42. O conjunto dos pares de suporte r-inclinante da forma (T, 0), onde T 
é um módulo r-inclinante, formam um subgrafo do grafo V(sT-t\\tÂ). Equivalentemente, 
os módulos r-inclinantes formam um subquiver de Q(sr-tilt^4).
Demonstração. Como temos a inclusão r-tilt^4 c  sr-tilt A de subcategorias plenas de 
mocM, basta tomar o subquiver pleno de Q(sr-tiltv4) gerado pelo conjunto de vértices 
r - t i ltA  Do fato de que V(sr-t\\tA) é  o grafo subjacente de Q(sr-tilt^4), segue que o 
subgrafo subjacente do quiver gerado pelos módulos r-inclinantes é o grafo que possui 
todos os pares da forma (T, 0), com T  um módulo r-inclinante. Portanto este grafo é 
um subgrafo de ^ (s r-tilt^ ). Observe que a orientação das arestas é a mesma pois a 
ordem parcial definida em ambos os conjuntos é a mesma. □
Nos exemplos a seguir vemos como estas propriedades se comportam.
Exemplo 4.43. Seja A a álgebra cujo quiver ordinário é dado por QA : 1 <------  2 <------  3.
Vimos no Exemplo 4.18 o grafo 'P(sr-tilt^4) desta álgebra. Então o quiver de suporte
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r-inclinante desta álgebra, Q (sr-tiltA ), é dado por
1 © 3©  2 <- 1 © \ © 2 2© f © 2 » 3© % ©
Observe aqui que as flechas em Q(sr-tilt̂ 4) sempre apontam das camadas mais 
inferiores para as mais superiores, uma vez que vimos que se T e T' estão conectados 
em Q(sr-ú\tA) (ou em V(sr-t\\tA)) então T > T  ou T  > T. Desta forma se T ê 
um módulo de uma determinada camada em Q(sr-tilt l̂) (usando a mesma ideia de 
camadas que havíamos definido para o grafo ^(sr-tilt^)) conectado a um módulo U de 
uma camada inferior temos que FacT $: FacU, uma vez que U tem mais somandos que 
T. Observe também que existem diversas flechas entre módulos da mesma camada, 
como por exemplo a flecha que une os módulos 2 © l e 3 © %.
Exemplo 4.44. Seja A a álgebra de Kronecker cujo quiver ordinário é dado por
Qa : 1 2.





Ä 0  1 2í  © 2
2 /Ts 22 222 /Tn 2211 & 111 11 & 1
222 /TN 22 222 /tn 2222
1111 ^  111 11 111
Observe como este quiver respeita as camadas que foram definidas no grafo P(sT-tilt/l), 
que podem ser verificadas utilizando-se, por exemplo o quiver de Auslander-Reiten da 
álgebra de Kronecker que é dado pelas componentés pós-projetiva e pré-injetiva:
2 2 2 1 1 2.
2 2 2 2 111 2 2 1
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5 O GRAFO P (s r - t i l tA )  E EPIMORFISMOS DE ÁLGEBRAS
Neste capítulo estudaremos como se comportam os módulos de suporte r-  
inclinante com relação a epimorfismos de álgebras. Estamos interessados principal­
mente em epimorfismos da forma A — > A/(e), onde e e A é um idempotente. Come­
çaremos o capítulo analisando a relação entre a finitude do grafo V(sr-t\\tA) e o tipo 
de representação da álgebra A. Na sequência vamos relacionar os grafos 'P(sr-tiltA) 
e ■p(sr-tiltr) no caso em que A — > r  é um epimorfismo de álgebras. Por fim, ob­
servaremos o que ocorre com os grafos dos pares de suporte T-inclinante quando 
construímos o produto fibrado de epimorfismos A — > B e C  — > B. Em todo o capítulo, 
P f denota o j-ésimo módulo projetivo indecomponível sobre a álgebra A e sempre 
que nos referirmos a um módulo, estaremos falando de um módulo básico à direita 
finitamente gerado.
5.1 Á L G E B R A S  DE T IP O  FINITO E O  G R A F O  ^ (s r - t i l tA )
Dizemos que uma álgebra A é de tipo de representação finito, ou simplesmente 
álgebra de tipo finito, se a quantidade de classes de isomorfismo de A-módulos inde- 
componíveis é finita, o que é equivalente a dizer que o quiver de Auslander-Reiten 
r(modA) é finito.
Proposição 5.1. Seja A uma álgebra. Então existe uma quantidade finita de A-módulos 
r-rígidos básicos se, e somente se, 'P(sT-tiltA ) e Q (s r-tiltA ) são finitos.
Demonstração. De fato, suponhamos que A possua uma quantidade finita de módulos 
r-rígidos. Vamos denotar por r  esta quantidade. Seja M  um módulo de suporte 
r-inclinante básico com m  ^  \A\ somandos. Então os somandos de M  podem ser 
escolhidos de (^) =  maneiras, uma vez que todos os seus somandos diretos
indecomponíveis são distintos. Desta forma temos que existem no máximo (^) módulos 
de suporte r-inclinante com m  somandos. Além disso, como todo módulo de suporte 
T-inclinante é um módulo r-rígido, temos pelo Corolário 3.20 que \M\ ^  \A\ para qual­
quer A-módulo de suporte T-inclinante M. Desta forma temos que a quantidade de 
módulos de suporte r-inclinante satisfaz
Como existe uma bijeção entre o conjunto dos módulos de suporte r-inclinante e os 
vértices de Q (sr-t i ltA ) concluímos que Q (sr-t i ltA ) e V(sr-t\\tA) são finitos.
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Suponhamos que V{sr-t\\tA) seja um grafo finito. Então existem finitos módulos 
de suporte r-inclinante, pois existe uma bijeção entre o conjunto dos módulos de suporte 
r-inclinante e o conjunto de vértices de V(sT-t\\tA). Digamos que existam no máximo t 
pares de suporte r-inclinante básicos, então existem no máximo l  módulos r-inclinantes 
básicos (que são os módulos identificados aos pares T-inclinantes da forma (M, 0)). O 
complemento de Bongartz do Teorema 3.29 mostra que qualquer módulo r-rígido pode 
ser completado a um módulo r-inclinante, e logo todos os módulos r-rígidos aparecem 
como somando direto de algum dos módulos r-inclinantes. Portanto existem no máximo 
l  ■ \A\ módulos r-rígidos pois se 1Z denota a quantidade de módulos r-rígidos básicos 
indecomponíveis temos que
£  \M\ = £ ■ |A|,
M & T - t U t A
e logo existem finitos módulos r-rígidos básicos. □
Em particular podemos ver que uma álgebra de tipo de representação finito 
possui uma quantidade finita de módulos de suporte r-inclinante.
Exemplo 5.2. Seja A a álgebra cujo quiver ordinário é QA : 1 <------  2 <------  3.
Vimos no Exemplo 4.43 que o quiver Q(sr-tiltA) é finito e contém exatamente 14 
vértices. Logo a quantidade de módulos r-rígidos básicos nessa álgebra é finita. A 
saber, os módulos r-rígidos básicos indecomponíveis são: os módulos 1, 2, 3, \ , \ e 2 . 
Observe que 0 número de módulos de suporte r-inclinante é bem menor que a cota 
superior que usamos na demonstração:
=  1 +  6 +  15 +  20 =  42.
Exemplo 5.3. Vimos no Exemplo 4.44 que 0 quiver Q (sr-ti lt  A) da álgebra de Kronecker, 
que é dada pelo quiver ordinário QA ■ 1 \ 2, é infinito. Então neste caso o
resultado da proposição anterior é imediato de ser observado, uma vez que cada 
vértice do quiver Q (sr-t i ltA ) está associado a um módulo de suporte r-inclinante, que 
por sua vez é um módulo r-rígido.
Também podemos calcular a quantidade de módulos de suporte r-inclinante 
para uma álgebra de tipo de representação finito apenas sabendo a quantidade de 
pares de suporte r-inclinante quase completos, de acordo com 0 seguinte teorema:
Teorema 5.4. Seja A uma álgebra. Se A é de tipo de representação finito e s é a 
quantidade de pares de suporte r-inclinante quase completos então # (s r - t i l tA )  • \A\ = 
2a.
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Demonstração. Observe que o número s está bem definido, uma vez que a quantidade 
de pares de suporte r-inclinante quase completos é finita pois a quantidade de (classes 
de isomorfismo de) ^4-módulos indecomponíveis é finita. Vimos que V(sr-ti\tA) é um 
n-grafo regular, logo v ■ n =  2a onde v é a quantidade de vértices, a é a quantidade de 
arestas e n é a  quantidade de arestas ligadas a cada vértice. Porém v =  #(sr-tilt^4), 
pois cada vértice representa um módulo de suporte r-inclinante, que possui um par 
de suporte r-inclinante associado, e além disso n =  |̂ 4|. Cada aresta representa um 
par de pares de suporte r-inclinante que possui um par de suporte r-inclinante quase 
completo comum como somando direto, i.e., a cada par de suporte r-inclinante quase 
completo está biunivocamente associado a uma aresta de V{sT-t\\tÂ). Portanto a = s, 
donde
#(sr-tiltA ) ■ \A\ =  2s.
□
Logo, sempre que A é uma álgebra de tipo finito, as quantidades de módulos 
de suporte r-inclinantes e de pares de suporte r-inclinante quase completos está 
relacionada.
Exemplo 5.5. Vamos ver como o Teorema 5.4 se comporta no caso da álgebra de tipo
de representação finito A cujo quiver ordinário é 1 <------  2 <------  3. Sabemos que
se (M, P) éum par de suporte r-inclinante quase completo então \M\ + \P\ = \A\-1 = 2, 
logo M  é um módulo r-rígido de tipo 0,1 ou 2.
(0) O único módulo r-rígido de tipo 0 é o módulo nulo. Desta forma os pares de suporte
r-inclinantes quase completos (e que portanto são pares r-rígidos de tipo 0) são 
os pares: (0, Px ® P2), (0, Px ® P3) e (0, P2 © P3).
(1) Os módulos r-rígidos de tipo 1 são os módulos 1, 2, 3, \ , |  e 2 . Portanto os pares
de suporte r-inclinante quase completos de tipo 1 são os pares: (1, P2), (1, P3), 
(2,P\), (2,P3), (3,P0, (3,P2), (?,P3) e ( 2 >P i)■
(2) Os módulos r-rígidos de tipo 2 são os módulos 1®3;  1©? ;  1 © 2 ; 2 © f ; 2 ® | ;
2 ® i ;  3 ®2 í  3 ® 2 ; f f f i j j ;  | ® 2 . Obviamente temos os seguintes pares de su­
porte r-inclinante de tipo 2: (1 © 3,0); (1 © \,0); ( l  © 2 , 0) ;  (2 © ?,0); (2 © |,0 );
(2©  2 , 0) ;  (3© |,0 ); (3©  2 , 0) ;  (? © 2 , 0) ;  ( |  © 2 , 0)  .
Portanto temos 21 pares de suporte r-inclinante quase completos e a partir do teorema 
anterior podemos concluir que quantidade de ,4-módulos de suporte r-inclinante é dada 
por
# (sx-tilt A) =  ^ = ^ 1  =  14,
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como já havíamos visto no Exemplo 4.43.
Observe que o Teorema 5.4 permite calcular a quantidade de módulos r -  
inclinantes de uma álgebra de tipo finito apenas conhecendo os módulos de suporte 
r-inclinante próprios e os pares de suporte r-inclinante quase completos. De fato, vimos 
anteriormente que s r - t i l t A  =  r - t i l t A { ]  p s r - t i l t A ,  donde temos que
No exemplo anterior vimos que A possui 14 módulos de suporte T-inclinante, sendo 
que destes apenas 9 módulos são de suporte r-inclinante próprio (0, 1, 2, 3, 1 ® 3, 
1® f , 2 ® f , 2 ® 11 3 ® l ) logo podemos ver que restam 5 módulos a serem módulos 
T-inclinantes.
5.2 EPIMORFISMOS DE ÁLGEBRAS E O GRAFO P ( s r - t i l t A )
Nesta seção queremos observar algumas relações obtidas entre os pares 
de suporte r-inclinante de duas álgebras A e r  para os quais existe um epimorfismo 
A — T onde QT é um subquiver pleno de QA. Desta forma enxergaremos T como um 
quociente da forma r  =  A/(e) para algum idempotente e e A. Por conveniência denota­
remos a partir de agora a identidade da álgebra A por eA. Se r  =  A/(e) denotaremos 
por e'K o idempotente dado por e'A = eA -  er .
Observe que se A — r  é um epimorfismo de álgebras como dito acima, pela 
Observação 1.4 temos que modr c modA. Desta forma todo T-módulo será também 
um A-módulo. A próxima proposição mostra que é possível associar a cada par de 
suporte r-inclinante sobre r  um novo par de suporte r-inclinante sobre A.
Lema 5.6. Sejam r  e A álgebras para as quais existe um epimorfismo de álgebras
A — > T e Qr é um subqui é um par de suporte
r-inclinante sobre r  então Je suporte r-inclinante
Demonstração. Se é um par de suporte r-inclinante sobre r  temos que
# ( r - t i l t A )  =  # ( s r - t i l t A )  — # ( p s r - t i l t A )  
=  p j  -  # ( p s r - t i l t A ) .
sobre A.
p
\M\+ © J f  = \T\, M é  r-rígido sobre T e H o m r^ ,  M) =  0 para j  e  { 1 , 2 , . . .  ,p}.
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Logo \M\ + p — |r|, M é r-rígido sobre A pois r  = A/(eA) e ij g  Supp(M). Portanto
\M\ + — \M\ + |eAA| +
p
= \M\ + (|A| -  |r|) + p  = (|AÍ| -  in +p) +  |A| =  |A|,
pois como e'A = eA -  er , temos |eAA| =  |A| -  |r|. Além disso, Homa(p£,M ) =  0 para 
j  e  {1 ,2 ,... ,p}  e HomA(eAA, M) = 0, pois MéA = 0 uma vez que M é um T-módulo e
eA =  eA -  er . Portanto ^M, eAA © ^  é um par de suporte r-inclinante sobre
A. J □
De acordo com este lema podemos incluir o conjunto dos pares de suporte 
r-inclinante sobre r  no conjunto dos pares de suporte r-inclinante sobre A, quando 
A — T é um epimorfismo de álgebras e r  =  A/(e'A).
Exemplo 5.7. Considere o epimorfismo de álgebras A — > F onde A e r são as álgebras
dadas respectivamente pelos quivers Qr : 2 <--------3 e QA : 1 <-------- 2-<--------3. É
fácil ver que os pares de suporte r-inclinante sobre r  são os pares (0, P2r  © P3r ) , (2, P3r ) , 
(3,Ar ),(2  © 2 j ® © 2 5 0)- Alem disso, temos que cA — cA 6p — e logo temos
que e'AA =  P j\ Portanto os pares de suporte r-inclinante sobre A associados pelo 
lema anterior são os pares (0, P:A © P2A © P ^), (2 , P:A © P3A) , (3, P f © P2A) , (2 © | , P:A) 
e (3 © % ,P A). Observe que a associação obtida no lema anterior não é sobrejetora, 
uma vez que o par de suporte r-inclinante sobre A dado por ^2 © \ © 2 , 0)  não é um 
par obtido pela associação do lema anterior. Observe também que temos que P2r =  2 
e P2A =  l , fato este que evidencia porque indexamos os módulos projetivos com a 
álgebra que está no contexto.
A função dada no lema anterior associa vértices de P (sr-tiltr) a vértices 
de P(sr-tiltA) quando existe um epimorfismo de álgebras A — > F. O próximo lema 
mostra que além dessa função levar vértices em vértices, ela também leva arestas de 
P (sr-tiltr) em arestas de P(sr-tiltA).
Lema 5.8. Seja A — r  um epimorfismo de álgebras, com Qr subquiver pleno de 
Qa■ Então existe uma função /  : P (sr-tiltr) — > P(sr-tiltA) tal que
/  p \  /  p >
/  ( m , ®  íÇ  J =  ( m , ©  i = >  (<* -  er) A
que preserva conexidade, ou seja, a cada dois pares de suporte r-inclinante sobre r  
conectados por uma aresta em P(sT-tiltr), os pares de suporte r-inclinante sobre A 
associados também estão conectados por uma aresta.
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Demonstração. De fato, suponhamos que (m . ©  pl  J e (£ ) P„t j  estejam conec­
tados por uma aresta em P (s r - t i l t r ) .  Então pela definição das arestas em 'P (sr-tiltA ) 
existe um par de suporte r-inclinante quase completo sobre r,
somando de ambos. Portanto, o par de A-módulos ^Í7, @  P̂ e © (eA — er)A^ é um par 
de suporte r-inclinante quase completo sobre A, pois U é  um módulo r-rígido sobre 
A (uma vez que já é r-rígido sobre r), HomA í @  P£ @ ( e A -  er )A, U I =  0 (pois U é
t=i
r-módulo e HomA U  Homr © P ^  U j e
t=i /  w=i
Q






©A+  |(eA — er)A|
= (|r| - 1) +  (|A| -  |r|) =  |A| - 1.
Além disso, o par de suporte r-inclinante quase completo ( ^ © ^ © f  eA — er ) 
é somando dos pares de suporte r-inclinante (A í, ©  ® (eA -  er) A j  — f  yM, ®  P ?
e ^ , ® í ^ ® ( e A - e r ) A j  = / ( i v , ® p £ j .  Portanto e
m
/ ( A r ,  PntJ  estão conectados por uma aresta em ,P(sr-tiltA). □
O lema anterior mostra que /  induz uma “inclusão” do grafo 'P(sr-tiltr) no grafo 
P(sr-tiltA). Por outro lado, o próximo lema mostra uma espécie de recíproca para este 
fato, i.e., se (M, P) é um par de suporte r-inclinante sobre A onde (eA -  er )A é um 
somando de P, então necessariamente (M, P ) pertence a imagem da aplicação acima.
Lema 5.9. Sejam A — r  um epimorfismo de álgebras e M  um r-módulo tal que
' V \  /  P '
M, © f l f e  (eA -  er )A I é um par de suporte r-inclinante sobre A, então I m ,^ P [ .  
j =1 /  V j =1
é par de suporte r-inclinante sobre r .
Demonstração. Pelo Corolário 3.19, como r  =  A/(eA), temos que M  é  um módulo 
r-rígido sobre A, e portanto é r-rígido sobre r ,  uma vez que M  é um T-módulo. Também 
temos que ij Supp(M) para cada j  e { 1 , 2 (pois HomA(T ^ ,M) =  0), e logo
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Homr (-F ,̂ M) =  0. Por fim, temos que
|A| = \M\ + ^  PA. ® (eA -  er )A
3= 1
= \ M \  +  ®Pf
3= 1
= \M\+p+\A\-\r 
=► |M| + p  = |r|
+  |(eA — er )A|
Portanto (J ) f Ç j  é par de suporte r-inclinante sobre r .
Desta forma a seguinte proposição é imediata.
Proposição 5.10. Se A — >• r  é um epimorfismo de álgebras então a função
/  : 'P (sT-tiltr) — > 'P (sr-tiltA )
□
definida no lema anterior é injetora.
Em outras palavras, os resultados anteriores podem ser condensados no 
seguinte teorema.
Teorema 5.11. Se A — > F é um epimorfismo de álgebras então o grafo 'P (s r-tiltr )  é 
isomorfo a um subgrafo pleno de 'P (sr-tiltA ) formado pelos pares (M, P ) tais que o 
módulo projetivo (eA -  er )A é somando direto de P.
Em particular, se A — ^  A/{e) é um epimorfismo de álgebras então é possível 
obter todos os pares de suporte r-inclinante de A/(e) a partir dos pares de suporte 
r-inclinante de A. De fato, considere r  =  A/(e) na proposição anterior, como os pares 
de suporte r-inclinante de A/(e) formam um subgrafo pleno do grafo 'P(sr-tiltA), temos 
que um par de suporte r-inclinante (M, P r ) sobre r  =  A/(e) podem ser obtidos a partir 
de um par de suporte r-inclinante (M , PA ® e^A).
Teorema 5.12. Seja A — » r  um epimorfismo de álgebras. Então existe uma inclusão 
do quiver Q (s r- t iltr )  em Q (sr-tiltA ), induzida por
( " ■  ®  f ? )  -►  ( a í . ( ®  í t )  ® eAA)  .
onde Pf. e PA denotam os zr ésimos módulos projetivos indecomponíveis sobre r  e A 
respectivamente e e'A =  eA -  er .
Demonstração. Nos resultados anteriores vimos que:
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(1) O grafo subjacente de Q(sr-tiltr) é P(sr-tiltr) e o grafo subjacente de Q(sr-tiltA)
é 'P(sr-tiltA), de acordo com a Proposição 4.41.
(2) Existe uma inclusão do grafo 'P(sr-tiltA) no grafo ^ (sr-tiltr), de acordo com a
Proposição 5.10.
(3) O quiver Q (sr-tiltr) representa a ordem parcial definida pela relação T > T ' sempre
que FacT 2  FacT', para dois r-módulos de suporte r-inclinante. O mesmo vale 
para o quiver Q (sr-tiltA ).
Sejam M e N dois r-módulos conectados por uma flecha M — > N  em Q (s r- t iltr ) . 
Então por (3), FacM 2  FacAT em m odr. Como T =  A /(e^) temos que FacM  2  FacAT 
em modA. Desta forma M > N. Vamos mostrar que existe uma flecha M — > N  em 
Q (sr-tiltA ). De fato, por ( 1 ) s e M e  A  estão conectados por uma flecha em Q (s r- tiltr )  
então existe uma aresta que conecta os pares de suporte r-inclinante (M ,P r ) e 
(N, Qr), para dois T-módulos projetivos. Por (2) os pares (M , PA © e'r A) e (N , QA © e7r A) 
estão conectados por uma aresta em 'P (sr-tiltA ). Novamente por (1) existe uma flecha 
M — > N  em Q (sr-tiltA ). □
Exemplo 5.13. Vamos considerar novamente as álgebras r  e A cujos quivers ordinários
sejam respectivamente Qr : 2 «-------  3 e QA : 1 <--------  2-<-------  3. Pode-se mostrar
que o quiver de suporte r-inclinante Q(sr-tiltr) é dado por
0
2 3
2© l ------------------->• 3© l-
Logo observamos que o quiver acima é um subquiver (pleno) do quiver Q (sr-tiltA )
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calculado no Exemplo 4.43:
0
1 © 3 1 0  l » 2© f 2© |
1 © 3 © 2 i  1©  \ © 2 ----------- > 2© ? © 2 ----------- > 2 © 2 © 2  > 3 © 2 ©1 1 1 1 1 z 1 z
Observe que em Q (sr-tiltr) os vértices são T-módulos, e portanto A-módulos, o que 
permite concluir que faz sentido incluí-los no quiver Q(sr-tiltA).
5.3 PRODUTO FIBRADO DE EPIMORFISMOS DE ÁLGEBRAS
Nesta seção iremos observar o que acontece com os grafos 'P(sr-tiltA), 
V(sT-t\\tC) e V(sT-t\\tB) quando construímos o produto fibrado dos epimorfismos 
A — > B e C — > B. Nesta seção iremos basear os conceitos de produto fibrado em 
(BCW15).
Definição 5.14. Sejam A — ^  B e C — »- B dois epimorfismos de álgebras, tais que
(Q b )o =  (Q a )o n (Qc )o é um subquiver pleno de QA e Qc , e IA n kQB = Ic  n kQB = I b - 
Dizemos que a álgebra R = kQR/IR é o produto fibrado destes epimorfismos se:
(1) (Qr)o =  (Qa)o U (Qc)ol
(2) a cada flecha x — > y em QA (ou Qc ) colocamos uma flecha x — > y em QR, sem
duplicação;
(3) IR ê  o ideal de kQR gerado por IA,IC e pelos caminhos ligando (QA)o \  (Qb )o e
(Qc)o \ (Qb)o-








Então o produto fibrado dos epimorfismos A — > B  e C  — > B  é dado por




(1) o conjunto dos vértices do quiver ordinário de R  é dado por
(Qr )o =  (Qa)o u (Qc )o =  { 1 ,3 ,2}  U { 2, 3, 4, 5}  =  { 1 , 2, 3, 4, 5};
(2) as flechas de QA são a e p, e as flechas de Qc  são p, 7 e 0. Logo as flechas de
Qr são a, p, 7 e 0;
(3) o ideal I R é gerado pela relação 07 =  0 e o acréscimo da relação 7 « =  0 faz com
que a álgebra kQR/ I R satisfaça a condição (3) da definição anterior.
Se A — > B  e C  — > B  são epimorfismos, é possível construir um diagrama 
comutativo de epimorfismos dados por
R  ------- > A
C  ------ ► B.
Esta construção é feita seguindo uma construção universal conhecida da Teoria de 
Categorias, que não entraremos em detalhes aqui.
A seguinte proposição estabelece uma relação entre os módulos r-inclinantes 
e os pares de suporte T-inclinante das álgebras envolvidas na construção do produto 
fibrado R.
Proposição 5.16. Sejam A — B  e C  — ^  B  dois epimorfismos de álgebras, R  0 
produto fibrado destes epimorfismos e e'c  = ec - e B, e'A = eA- e B e e'R = eR- e B = e'A+ éc . 
Então:
(a) um módulo M  é  r-inclinante sobre B  se, e somente se, (M, e'c C) é um par de
suporte r-inclinante sobre C\
(b) um módulo M  é r-inclinante sobre B  se, e somente se, (M, e'AÃ) é um par de
suporte r-inclinante sobre A;
(c) um módulo M  é  r-inclinante sobre B  se, e somente se, (M ,éRR ) é um par de
suporte r-inclinante sobre R\
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(d) um módulo M  é r-inclinante sobre A se, e somente se, (M, e'c R) é um par de
suporte r-inclinante sobre R\
(e) um módulo M  é r-inclinante sobre C  se, e somente se, (M,e'AR ) é um par de
suporte r-inclinante sobre R.
Demonstração.
(a): De fato, se M  é um módulo r-inclinante sobre B. Então (M, 0) é um par de 
suporte r-inclinante. Pelo Lema 5.8 temos que (M,e'c C  © 0) =  (M,e'c C ) é um 
par de suporte r-inclinante sobre C. Por outro lado, se (M,e'c C ) é um par de 
suporte r-inclinante sobre C  então M  é r-rígido sobre C, e \M\ + \e'c C\ =  \C\. 
Como B  =  C/(e'c ) temos que M  é r-rígido sobre B  e \M\ =  \C\ -  \e'c C\ = 
\C\ -  (|C| -  \B\) =  \B\. Portanto M  é um 5-módulo r-inclinante.
(b), (c), (d), (e): Seguem de forma análoga ao item (a).
No caso do produto fibrado de dois epimorfismos podemos reescrever a Propo­
sição 5.11 da seguinte forma:
Teorema 5.17. Seja R o produto fibrado dos epimorfismos A — >• B  e C  — > B. 
Considere A =  A, B  ou C. Seja M  um A-módulo. O par @  ) © (eR -  eA)R  I
3= 1  /  /
é um par de suporte r-inclinante sobre R se, e somente se, é um par de
5.4 PRODUTO FIBRADO DO TIPO ÁRVORE
Nesta seção iremos observar algumas propriedades dos grafos Q (sr-tiltA ), 
Q (sr-tilt.B) e Q (sr-tiltC ) quando construímos um produto fibrado especial dos epimor-
Definição 5.18. Sejam A — > B  e C  — > B  dois epimorfismos de álgebras. Dizemos 
que o produto fibrado R =  kQR/ I R é um produto fibrado do tipo árvore orientado se 
satisfaz as seguintes condições:
□
suporte r-inclinante sobre A. □
fismos A — > B  e C  — > B.
(1) não existe caminho não nulo de (Qb )o para (Qc )o \  (Qb )o e nem de (QA)o \  (Qb )o 
para (QB)0;
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(2) cada componente conexa de QB é do tipo árvore (isto é, seu grafo subjacente não
possui ciclos) com único poço, sem relações;
(3) para cada flecha a : x — >• y e (Qb)i e cada caminho de z e (Qc )o \ {Qb )o para y
existe um caminho : z — > x tal que i>a -  <t> em lc .
Exemplo 5.19. Considere as álgebras dadas pelos quivers
Qa ■ 1  ̂ ^  2 < - 3  , Qb  • 2  < - 3  , Qc 2  < - 3  < - 4.
Então o quiver do produto fibrado árvore orientado dos epimorfimos A — > B e C  — > B 
é dado por
Qr '■ 1 2  i r 3  i r
com a relação 7 Pa =  0.
No exemplo anterior vimos o caso de um produto fibrado de álgebras cujos 
quivers ordinários não possuem relações. O próximo exemplo mostra um caso em que 
uma das álgebras possui uma relação.
Exemplo 5.20. Vamos supor que as álgebras A, B e C  sejam dadas respectivamente 
pelos seguintes quivers com relações
1 <-
Qa ■ Qb  ■
3  í - 4  <-
Qc ■
onde a marca pontilhada significa que a composição 6*7 é nula. Neste caso os quivers 
Qa, Qb e Qc estão nas condições que queremos: não existem flechas de (QA)0 \  
{Qb)o =  {1} para (Qfl)„ =  { 2 ,3} e nem de (QB)„ =  { 2 ,3} para (Qc )0 \  {Qb)o =  {4,5}. 
Além disso, o ideal IR será gerado pelas relações de IA (que não possui nenhuma 
relação não nula) e Ic  (que é gerado por 6*7 ) e da relação 7 a, pois 7 a é um caminho 
que começa em 4  e (Qc )0 \  (QB)0 e termina em 1 e {QA)0 \ {Qb)o-
Assim, concluímos que 0 quiver ordinário do produto fibrado árvore orientado 
R é dado por
1 í- 3  í - 4  <-
Qr ■
No caso dos produtos fibrados árvore orientados podemos descrever quais 
são todos os .R-módulos a partir de mod A  modC e modS, ou seja, temos a seguinte 
proposição:
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Proposição 5.21 ((BCW15), 2.8). Seja R o produto fibrado árvore orientado dos epi- 
morfismos A — e C — B . Então
(1) ind R — ind A U ind C e
(2) ind B =  ind A n ind C.
Desta forma temos que os módulos indecomponíveis sobre R são, ou indecom- 
poníveis sobre A ou indecomponíveis sobre C. Isto significa também que o suporte 
dos iü-módulos M  está contido ou no suporte de A ou no suporte de C. Logo se
(M, P) é um par de suporte r-inclinante então podemos escrever M = MA © Mc  onde
Ma g mocM ou Mc  G modC. O próximo corolário nos permite escrever R como uma 
união disjunta de três subclasses específicas de ind R.
Corolário 5.22. Seja R o produto fibrado árvore dos epimorfismos A — B e C — B 
Então a união ind R =  (ind A \ ind B) U ind B U (ind C \ ind B) é disjunta.
O corolário anterior permite escrever um .R-módulo M como uma soma direta
onde Tf- g ind A\md B para cada i e I, T f  e  ind B para cada j  e J e T f  e  ind C \ind  B 
para cada £ e L. De fato, cada somando indecomponível de M  pertence exclusivamente 
a ind A \ ind B, ind C \ ind B ou ind B.
Nossa intenção é construir todos os pares de suporte r-inclinante sobre um 
produto fibrado de epimorfismos de álgebras a partir dos pares de suporte r-inclinante 
das álgebras envolvidas nesses epimorfismos. Mais explicitamente temos a seguinte 
questão:
Questão 5.23. Sejam A — > B e C  — > B dois epimorfismos de álgebras e R o produto 
fibrado do tipo árvore orientado desses epimorfismos. Conhecendo apenas os grafos 
V(sr-t\\tA), V(sr-t\\tB) e 'P (sr-tiltC ) (ou equivalentemente, conhecendo apenas os 
quivers Q(sr-tilt^4), Q (sr-tiltS ) e Q (sr-tiltC )) é possível construir todos os módulos (de 
suporte) r-inclinantes sobre R através de um método natural de complementação dos 
módulos sobre A, B e C ?
Para responder esta questão iniciaremos com este primeiro lema.
Lema 5.24. Seja R o produto fibrado árvore orientado dos epimorfismos A — ^  B e 
C — ^ B . Então \A\ + \C\ -  \B\ =  |/2|.
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Demonstração. Se A é uma álgebra, existem bijeções entre as classes de isomorfismo 
de A-módulos simples, vértices no quiver QA e somandos projetivos indecomponíveis 
de A. No caso de R vimos que (QR)0 = (QA)o U (Qc)o e (QB)„ = (Q a)o n (Qc )o e logo
\B\ =  #(Q-r)o =  #  ([(Qvi)o \ (Qs)o] U [(Qc)o \ {Qb )o] U [(Qb)oD
=  #  [(Qa)o \ {Qb )o] +  #  [(Qc)o \ (<5s)o] +  #  [(Qfl)o]
= (\A\ -  |B|) +  (|C| -\B\) + \B\ = \A\ + \C\ -  \B\.
□
Sejam A — > B  e C — > B dois epimorfismos com produto fibrado árvore 
orientado R. Suponhamos que M seja um módulo T-inclinante sobre B. Sabemos que 
M possui um complemento de Bongartz a um A-módulo r-inclinante e um complemento 
de Bongartz a um C-módulo r-inclinante, digamos L e  N, respectivamente. A Questão 
5.23 pode ser pensada da seguinte forma:
L ® M © N é um i?-módulo r-inclinante?
Para responder esta questão vamos observar inicialmente o que acontece com 
a quantidade de somandos diretos indecomponíveis do módulo L © M © N.
Lema 5.25. Sejam A — ^  B  e C — ^  B epimorfismos de álgebras (nas condições 
anteriores), M  um módulo r-inclinante sobre B, L o  complemento de Bongartz de M 
sobre A, N o complemento de Bongartz de M sobre C então \L © M  © N\ = |i?|.
Demonstração. Como L ê  o complemento de Bongartz de M  sobre A, então L ® M  é 
r-inclinante sobre A. Então \L@M\ = \A\. Analogamente tem-se que \M © N\ = \C\, 
pois M ® N é  r-inclinante sobre C. Além disso, todos os somandos de L estão em 
ind A \ ind B: de fato, se algum somando L' de L estivesse em ind B  teríamos que 
LI ® M seria um 5-módulo r-rígido tal que
\B\ ^  \L' © M\ > \M\ ^  \B\,
o que é um absurdo. Analogamente nenhum somando de N  está em ind B. Portanto L, 
M e N não possuem nenhum somando indecomponível em comum. Finalmente:
\L@M®N\ = \L\ + \M\ + \N\ = {\L\ + \M\) + (\N\ + \M\)-\M\ = \A\ + \C\-\B\ = \R\.
□
Logo, a quantidade de somandos de L ® M © N  torna a resposta positiva 
para parte da pergunta acima. O próximo teorema mostra uma condição necessária e 
suficiente para que L @ M  ® N  seja um módulo r-inclinante sobre R.
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Teorema 5.26. Sejam A — B , C — »- B epimorfismos de álgebras como anteri­
ormente, M um módulo r-inclinante sobre B e R o produto fibrado árvore orientado. 
Considere L e N os complementos de Bongartz de M como ^4-módulo e C-módulo, 
respectivamente. Então L ® M © J V é u m  i?-módulo r-inclinante se, e somente se,
HomR(L,TRN ) =  Hom r ( N , tr L)  =  0.
Demonstração. Pelo lema anterior, temos que \L ® M ® iV| =  \R\. Além disso, como 
L ® M é  um módulo r-inclinante sobre A (e portanto r-rígido sobre R) temos por 
definição que HomA(L © M , ta (L  © M)) =  0, donde HomR(L © M , tr (L  © M)) =  0. 
Analogamente HomR(M © N , tr ( M  © N)) =  0. Portanto
Homr (L  © M © N, tr {L  © M  © N)) =
=  Homr (L, tr L)  © HomR(L, tr M ) © HomR(M, tr L)  © HomR(M, tr M ) (5.1)
© Homr (M, t r N ) © HomR(N, tr M ) © HomR(N, t r N ) (5.2)
© Homr (L, tr N ) © HomR(N, tr L)  (5.3)
onde os módulos da linha (5.1) são nulos pois HomA(L@M, ta(L®M )) =  0, os módulos 
da linha (5.2) são nulos pois Homc(M  © N ,tr (M © N)) = 0.
Portanto o módulo L@M@N é r-rígido sobre R se, e somente se, Hom^L, tr N )  = 
0 e Homr (N,  tr L ) =  0. Como vimos que \L © M  © JV| =  \R\ temos que finalmente L © 
M@N  é um i?-módulo r-inclinante se, e somente se, Homr ( L , tr N )  = HomR(N,rRL) =
0. □
Desta forma, nem sempre L © M © N  será um módulo r-inclinante nas condi­
ções anteriores. Para concluir isto basta observar que as condições Homr ( L , tr N )  = 
HomR(N, tr L) = 0 nem sempre são verificadas.
Exemplo 5.27. Considere as álgebras A = kQA, B = kQB e C = kQc  onde:
Qa : 1 <  2 <- 3, Qb - 2 <--------------  3, Qc : 2 <------  3 <-------  4.
Vimos que o produto árvore orientado dos epimorfismos é dado pelo quiver com 
relações
Pode-se mostrar que os únicos S-módulos r-inclinantes básicos são os módulos 
Mi =  2 © I e M 2 =  3 © | . Também pode-se mostrar que para ambos, o único módulo
também que o único módulo básico que os completa a C-módulos r-inclinantes básicos
Qr : 1 £  2 <------  3 <----   4.
básico que os complementa a ^4-módulos inclinantes é o módulo L = %. Mostra-sei
é o módulo N =  3 . Como
2
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segue que os módulos 2 ® | ® 2 ® 3 e 3 ® | ® 2 ® 3  são .R-módulos r-inclinantes. 
Exemplo 5.28. Considere as álgebras A = kQA, B = kQB e C = kQc  onde:
1 <------  3
Qa '• Qb '• 2 <------  3, Qc • 2 <-------  3-<------  4.
"v"
2
Podemos ver que o produto árvore orientado dos epimorfismos é dado pelo quiver com 
relações
1 X   3 <----   4.
Qr '■
2
Assim como no exemplo anterior, os únicos 5-módulos r-inclinantes são =  2 ® % 
e M2 =  3 © %. Pode-se mostrar que os módulos L i =  ^  e I 2 =  ? são os únicos tais 
que Li © M i e L2 ffi M2 são A-módulos r-inclinantes básicos e que N  =  3 é o único 
C-módulo tal que Mi © N  um C-módulo r-inclinante básico e o único tal que M 2 ffi N ê 
um C-módulo básico. Como
Homa ( í 32 ,T r Q ) )  =  HomA =  0
Horru (?,Tr ( j ) )  =  Horru ( f  =  0
concluímos que os módulos 2 ® | ® 132®3 e 3 ® f f f i l ® |  são iü-módulos r-inclinantes.
Porém, o próximo teorema mostra que, mesmo não conseguindo esta generali­
zação para os complementos, existem relações entre os quivers de suporte r-inclinante
<2(sr-tilt^4), Q(sr-tilt-B), Q (sr-tiltC ) e <3(sr-tiltií).
Teorema 5.29. Sejam A, B  e C álgebras distintas. Se A — > B e C — > B são 
epimorfismos de álgebras, com R o produto fibrado árvore orientado, então:
(1) Q (s r-tiltS ) =  Q (sr-tiltA ) D Q (sr-tiltC );
(2) Q(sr-tilt^4) e Q (sr-tiltC ) são finitos se, e somente se, Q(sr-tilt-R) é finito;
(3) Q (sr-tilti? ) ^  Q (sr-tiltA ) U Q (sr-tiltC ).
Demonstração. Observe que s e M e N  são A-módulos (ou C-módulos) conectados por 
uma flecha em Q(sT-t\\tA) (ou em Q (sr-tilt(7)) então também estarão conectados por 
uma flecha em Q(sr-t\\tR) pois a ordem parcial definida é a mesma quando olhamos 
apenas para os yl-módulos (ou C-módulos). Logo se M — > N é uma flecha em
Q(sr-tilt^4) (ou <2(sr-tiltC')) então M — > N também é uma flecha em <5(sr-tilti2).
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(1) Suponha que M é um 5-módulo de suporte r-inclinante. Logo M também é um
^4-módulo (e C-módulo) de suporte r-inclinante pois B  = A/(e'A) (e 5  =  C/{e'c )). 
Logo Q(sr-tilt-B) c  Q (sr-tiltA ) n Q(sr-tiltC '), pois todos os vértices de Q(sT-t\\tB) 
estão em Q (sr-tiltA ) n Q (sr-tiltC ).
Por outro lado, se M e Q(sr-tilt^4) n Q(sr-tilt(7) temos que M é um yl-módulo e 
C-módulo e pela Proposição 5.21, temos que M é um 5-módulo. Portanto, como 
M(eA -  eB) = M(ec -  eB) =  0, M é um S-módulo de suporte r-inclinante.
(2) Suponha que Q (sr-tiltA ) e Q (sr-tilt(7) sejam finitos. Então A e C  tem finitos
módulos r-rígidos básicos, pela Proposição 5.1. Como ind R =  ind A u ind C, 
A =  R /{eR -  eA) e C =  R /(eR -  ec ), temos que um i?-módulo indecomponível 
é r-rígido básico se, e somente se, é r-rígido sobre A ou C. Logo R tem finitos 
módulos r-rígidos básicos. Novamente pela Proposição 5.1 temos que Q (sr-tiltiü ) 
é finito.
Por outro lado, suponhamos que Q(sT-t\\tR) seja finito. Se M  é um ,4-módulo 
r-rígido então M  é um .R-módulo r-rígido. Desta forma, como existem finitos mó­
dulos r-rígidos, pois Q(sr-tilti?) é finito, segue que Q (sr-tilti4 ) é finito, pois possui 
finitos módulos r-rígidos. O mesmo raciocínio pode ser feito para Q (sr-tiltC ).
(3) Veja que R é um módulo r-inclinante básico. Logo R representa um vértice de
Q(sr-t\\tR). Suponhamos que este vértice esteja em Q(sr-tilt^4). Então R  seria 
um v4-módulo, o que não ocorre pois R tem ao menos um somando direto não 
nulo em ind C  uma vez que eR -  eA ±  0 (basta tomar o j-ésimo somando projetivo 
indecomponível eóR  de R, tal que eó é uma parcela de eR -  eA). Logo R teria 
um somando direto não nulo em C  e um somando direto não nulo em A, donde 
concluímos que não vem de nenhum dos quivers Q (sr-tiltA ) e Q (sr-tiltC ).
□
Vamos observar então como se dão estas inclusões de quivers.
Exemplo 5.30. Sejam A, B  e C  as álgebras cujos quivers ordinários são dados res­
pectivamente por
Qa : 1 <------  2 <------  3 ; QB : 2 <-------  3 ; Qc ■ 2 <------  3 <------  4.
A seguir vamos calcular os módulos de suporte r-inclinante sobre A, B eC .
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Veja que o quiver de Auslander-Reiten da álgebra A é dado por
r(mod^4) :
l ----------------------  2 -----------------------  3.
Podemos ver que os ^4-módulos de suporte r-inclinante desta álgebra são os 
módulos:
(0) T-rígidos de tipo 0: 0;
(1) T-rígidos de tipo 1 :1, 2, e 3;
(2) T-rígidos de tipo 2:1© 3, 1©?,  2 © ?, 2 © | e 3 © | ;
(3) T-rígidos de tipo 3 : 1 © 3 © 2 , 1 © ? © 2 , 2 © f © i , 2 © | © i e  3 © | © 2 .
P o d e m o s en tão  construir o quiver d e  su p o rte  T-inclinante p a ra  e s t a  á lg e b ra
1 © 3 ©  2 <- 1 © \ © 2 -> 2© f © 2  ̂ 3 © 2 © 2




Então os B-módulos de suporte r-inclinante são os módulos:
(0) T-rígidos de tipo 0: 0;
(1) T-rígidos de tipo 1: 2 e 3;
(2) T-rígidos de tipo 2 : 2 © | e 3 f f i ; j .
Podemos então construir o quiver de suporte T-inclinante para esta álgebra
-> 3©  %
Veja que o quiver de Auslander-Reiten da álgebra C é dado por
r(modC) :
4.
Podemos ver que os C-módulos de suporte T-inclinante são os módulos:
(0) T-rígidos de tipo 0: 0
(1) T-rígidos de tipo 1: 2 ,3 e 4;
(2) T-rígidos de tipo 2: 2 © 4, 2 © |, 3 © |, 3 © f e 4 © f .
(3) T-rígidos de tipo 3: 2 © 4 © 3, 2 ©  ̂ © 3, 3 © | © 3, 3 © ^ © i e  4 ©  ̂ © s.
Podemos então construir o quiver de suporte T-inclinante para esta álgebra:
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2 © 4 © 3 <- 
2
2 © 2 © 3& o 3 © 2 © 3 A 2
Observe que os epimorfismos de álgebras A — > B e C — >• B possuem o 
produto fibrado árvore orientado dado por
Qr : 1 <  2 <------  3-<------  4.
Além disso temos que o quiver de Auslander-Reiten da álgebra R é dado por:
r(modyl) :
4 © 3 © 3
Podemos ver que os módulos de suporte r-inclinante sobre R são os módulos:
(0) T-rígidos de tipo 0: 0;
(1) T-rígidos de tipo 1: , , 3 e ;
(2) T-rígidos de tipo 2 : 1 © ; ,  1 © 4, 1 © ?, 2 © 4, 2 © ? , 2 © | , 3 f f i | , 3 f f i | e  4 © |
(3) T-rígidos de tipo 3 : 1 © 3 ©  , l ©3 f f i 2 , l f f i 4 f f i : , L © 4 © | , l © f ©  , 2 © 4 © f ,
2 © 4 © 3, 2 © ? © 2 , 2© ã © 2 , 2 © |  © 3, 3 © |  © 2 , 3© 3 © 3 , 3© I  © 3 e2 1 1 A 1 2 z 1 2 2
4 





(4) r-rígidos de tipo 4: 1 ffi 3 ffi  ̂ ffi , 1 ffi 4 ffi ^
1 ffi 4 ffi f ffi , 2 ffi 4 ® f 2® ? 321
4 
3 . 2 '









3 . 2 '
3 ®  |
1 © 3 ®  2 G
3 ^  4 
2 ©  3 1 2
4a e
2
Vamos denotar Slt S2, S3 e S4 os i?-módulos simples da álgebra e os demais 
módulos de suporte T-inclinante por:
Mi =  1 © 3; 
M 2 =  3 © 3 ; 
Ms =  4 ffi I ; 
M4 =  1 ffi l ; 
M5 =  1 ffi 4; 
M6 =  2 ffi 4; 
M7 =  2 ffi ? ; 
M8 =  2 ffi |; 
Mg =  3 ffi 2 i
Ci =  1 ffi 3 ffi 3 ; 
C2 =  3 ffi 3 ffi 3 ; 
C3 =  1 ffi 4 ffi 3 ; 
C4 =  4 ffi 3 
C5 =  1 ffi 1 
Cg =  1 ffi 3 ffi 2 | 
C7 =  1 ffi 4 ffi ?; 
C8 =  2  ffi 4 ffi f ;
Cg — 2  ffi 4 ffi 3 |
Cio =  2 ffi 1 ffi 2 :
Cu =  2 ffi I ffi 2 ;
C12 =  2 ffi I ffi 3 I
C 13 =  3 ffi 2 © 2 ;
Ci4 = 3 ffi 2 © 3;
Ti =  l f f i 3 f f i | £  
T2 = 1 ffi 4 ffi f  $
=  1 ffi \  ffi 2 ffi 
3
T3
T4 =  1 ffi 3 ffi 2 ffi
n
Te
T7 = 2 ffi ? ffi 2 ffi 
T8 =  2 ffi £ ffi 2 ffi 
Tg =  3 ©
1 ffi 4 ffi f
2 ffi 4 ffi f









Observe que os quiver Q(sT-tilt^4), Q(sr-tiltS) e Q(sr-tiltC') são subquivers de
Q(sT-tilti?).
Exemplo 5.31. Sejam A, B e C as álgebras cujos quivers ordinários são dados res­
pectivamente por
1 <-
Qa '■ ; Qb • 2 <  3 ; Qc ■ 2 <------  3 <------  4.
Vamos calcular os módulos de suporte r-inclinante sobre A, B e C . 
Veja que o quiver de Auslander-Reiten da álgebra A é dado por
1
r(mod^4) : 3 1 2
Podemos ver que os módulos de suporte T-inclinante desta álgebra são os 
módulos:
(0) r-rígidos de tipo 0: 0
(1) r-rígidos de tipo 1:2, 3 e 1;
(2) r-rígidos de tipo 2: 2 © 1, 2 © | , f © 3, f f f i l e  3 © | .
(3) r-rígidos de tipo 3: 2 12 © 1) 2 ffi 12 3 32 ) 1 3 m l  31 2 ® 1, i 1 2
Podemos então construir o quiver de suporte r-inclinante para esta álgebra:
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> i © 3®  §
Além disso, já sabemos que os quivers de suporte r-inclinante das álgebras B 
e C são respectivamente:
0
2 ® |
Observe que para os epimorfismos A — > B e C — > B temos que o produto 
fibrado R é dado por
1 ^ —  3 ^  4.
Qr '■
2






Então os ^-módulos de suporte r-inclinante são os módulos:
(0) T-rígidos de tipo 0: 0;
(1) r-rígidos de tipo 1: , , e ;
(2) r-rígidos de tipo 2 : 2 ® ' ,  2 ® 1, 2 ® | ,  f ®  , f ® , 3 f f i í , 3 f f i | , 4 ® l e t f f i | .
(3) r-rígidos de tipo 3: 2 ffi ^  ffi 1, 2 ffi ^  ffi i j , 2 ® 4 ® : ,  2 ffi 4 ffi 3, 2 ffi |  ffi ,
3  3  CD 1 S m  3 cd 3 3  m  Q cd 3 3 m 1 m 4  Q m  3  ( D I  Q CD 4  CD f  4  f f l  1 m  4
1 M7 i  2 ®  i j  i  i  2 ©7 2 j  i  u7 O ti7  2 3 1 3 ,  2 w  ^  3 W
4 ffi 3 ffi : , f  ffi 3 ffi 3 .
(4) T-rígidos de tipo 4: 2 2^2 © 1 © 3 5 2 d) -ĵ 2 1 ® 1̂2 ®  ̂® 3̂2 ?
3 m  3 m  3 m  q 3 m  Q m  3 m  q 3 m  Q m  4 m  q 3 m  1 m  4 m  q A m  1 n\ 4  m  I  
1 1 2 2 / 1 2 3 1 3 3 1 3 3 3 *2 2 2 2 2
Se denotarmos
0; Mi =  2 ffi 4; M6 =  3 ffi |;
51 =  1; M 2 =  2 © lj M7 =  3 ffi 3 ;
52 =  2 ; M3 =  2 ffi 2 ; Mg =  4 ffi 1;
5 3 =  3; M4 =  f ffi 3; Mg =  4 ffi f ;
54 = 4; M5 = ? ffi 1; Ci =  2 ffi ^  ffi 1;
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C2 — 2 © ^  \;
C3 =  2ffi4ffil;
C4 =  2 © 4 © 3 j 
2
C5 =  2 © | © 3 ; 
Ce =  1 © 1 2  ©
—  3 /TN 3 m  3 .W  — 1 ® 12  ® 2 i
C8 = f © 3 © l ; 
Cg =   ̂ ffi 1 ffi 3 ;
Cio — 1 © 3 ffi 3
Cn =  3 ffi |  ffi 3;
C12 =  3 ffi 3 ffi 3;
C13 =  4 ffi 1 ffi 3 ;
C14 =  4 ffi 3 ffi 3;
T i =  2 ffi ^  ffi 1 ffi 3 ; 
T2 =  2 ffi !32 ffi |  ffi
T3 =  2 f f i4 f f i l f f i3 ;
T4 =  ? ffi i32 ffi 1 ffi 3 ;
rT    3 (T\ 3 /TN 3 /TN n .
-L 5 —  1 ^  1 2 ^  2 ^  2 ’
Te = I ffi 3 ffi |  ffi
T7 =  ? ffi 3 ffi  ̂ffi
T8 =  f ffi 1 ffi i ffi
T9 =  4 ffi 1 ffi i ffi











Podemos então pensar num processo contrário ao que estávamos tentando 
fazer. Seja T  um i?-módulo T-inclinante. Vimos que (ind A n ind B) u (ind B ) u (ind C n
ind B ) é uma união disjunta. Então podemos escrever T =
( ©  Ti ] ’ oncle Tâ € ind A \ ind B, T f  E ind B são e T f  E ind C \ ind B para i E I,
\ £ € L  J
j  e J e £  e L .É  fácil ver que TA = ) ® ( ® T /  ) , T C =  í ® ! Z f  ) © ( ® T
\  i € l  )  \ j € J  J  \ t £ L  )  \ j £ j
e T B =  0  T f  são respectivamente o ^-módulo maximal, o C-módulo maximal e o 
5-módulo maximal que são somandos de T. É natural perguntar se:
• TÁ é um ^4-módulo r-inclinante?
• Tc é um C-módulo r-inclinante?
• TB é um 5-módulo r-inclinante?
Primeiramente, vejamos o que acontece com a r-rigidez dos módulos TA, TB e T c .
Proposição 5.32. Sejam A — » B  e C — » B  dois epimorfismos de álgebras com 
produto fibrado árvore orientado R. Seja T  um iü-módulo r-inclinante, onde TA, TB e 
Tc  são respectivamente os somandos maximais de T  em modA, mod B  e modC. Então 
TA, TB e T °  são módulos rígidos.
Demonstração. De fato, como T é  um fí-módulo r-rígido, então TA também é um 
i?-módulo r-rígido. Como TA é um A-módulo e A = R/(e), para um certo idempotente 
e e R, temos que TA é um ^4-módulo r-rígido. Podemos repetir o mesmo argumento 
para mostrar que TB é  um 5-módulo rígido e T c é um C-módulo rígido. □
Apesar de cada um desses somandos serem r-rígidos, não necessariamente 
estes são r-inclinantes. Por exemplo, considere as álgebras A ,B e C  dadas respectiva­
mente por
Qa ■ 1 -̂------  2 , Qb : 2 e Qc ■ 2-<------  3.
Temos que o produto fibrado árvore orientado é dado por
Qr : 1 2 3.
Então a álgebra R é um módulo r-inclinante, pois é um módulo projetivo e tem \R\ 
somandos, porém o módulo RB é nulo, uma vez que R não possui nenhum somando 
que seja S-módulo não nulo. Logo RB não pode ser r-inclinante. O mesmo vale para a 
componente Rc = l que possui apenas um somando direto.
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Por mais que a nossa ideia de complemento não funcione para o caso em que 
M é um 5-módulo r-inclinante com complementos de Bongartz L e N ,  respectivamente 
como ^4-módulo e C-módulo não funcionar, é possível ainda assim relacionar esses 
complementos da seguinte forma:
Teorema 5.33. Considere M um 5-módulo r-inclinante. Existe um A-módulo L tal que 
L ® M é um vi-módulo r-inclinante. Agora seja N o complemento do módulo L © M 
como ül-módulo r-inclinante. Então M ® N  é um (7-módulo r-inclinante.
Demonstração. De fato, supondo M um módulo r-inclinante sobre B, temos que M 
é r-rígido sobre A. Então existe o complemento de Bongartz L © M de M como A- 
módulo r-inclinante tal que L e add(ind ^4\ind B ). Portanto L@M  é r-rígido sobre R. Da 
mesma forma, podemos completar via Bongartz obtendo um módulo r-inclinante sobre 
R\ L®M®N. Então N e  add(ind C \ind  B) e \N\ = |i? |-|A | = \C\-\B\. Pela proposição 
anterior o C-módulo M@N é rígido. Além disso, como |L®M®iV| =  \L\+\M\+\N\ = |i?| 
segue que \M@N\ = \M\ + \N\ = \B\ + \C\-\B\ = \C\. Portanto M © iV  é um C-módulo 
inclinante. □
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A CASOS PARTICULARES DE r-INCLINANTES
Nos capítulos anteriores vimos um pouco sobre a teoria r-inclinante e como 
esta generaliza algumas propriedades da teoria inclinante clássica. Em geral, o cálculo 
da classe dos módulos inclinantes e r-inclinantes pode não ser tão simples de ser 
efetuado. O que faremos neste capítulo é mostrar o que ocorre com a classe dos 
módulos r-inclinantes, r-tWtA, em dois casos: o primeiro em que mostraremos que os 
módulos r-inclinantes sobre uma álgebra hereditária são também módulos inclinantes 
como em (YX16), e mais ainda que tal propriedade caracteriza essa classe de álgebras; 
e o segundo em que vamos exibir um algoritmo para o cálculo dos módulos r-inclinantes 
sobre álgebras de Nakayama, baseado em (Ada16).
A.1 ÁLGEBRAS HEREDITÁRIAS
Dizemos que uma álgebra é hereditária à direita se todo ideal à direita de A 
é um A-módulo projetivo. Dualmente podemos definir álgebra hereditária à esquerda. 
Pode-se mostrar que dada uma álgebra hereditária todo submódulo de um módulo 
livre é isomorfo a uma soma direta de ideais de A e com isso mostra-se que uma 
álgebra é hereditária (à direita) se, e somente se, todo submódulo de um módulo 
projetivo também é projetivo. Pode-se mostrar também que qualquer morfismo entre 
dois ^4-módulos que sejam projetivos indecomponíveis é um monomorfismo.
A. 1.1 Conceitos básicos
Vimos pelo Teorema de Gabriel que dada uma fc-álgebra básica A de dimensão 
finita existem um quiver QA e um ideal I  de kQA tais que existe um isomorfismo de k- 
álgebras A =  kQA/l . Em particular no caso das álgebras hereditárias temos a seguinte 
observação:
Observação A.1.
(a) Seja Q um quiver finito, conexo e acíclico. Podemos construir a álgebra de caminhos
A = kQ. Então A é uma álgebra hereditária cujo quiver ordinário QA coincide com 
o quiver Q.
(b) Suponhamos que A seja uma álgebra básica, conexa e hereditária e {e i, e2, . . . ,  en}
seja um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de A, então 
o quiver ordinário QA da álgebra A é finito, conexo e acíclico, e seus vértices 
estão em bijeção com {ei, e2, . . . ,  en}, enquanto a quantidade de flechas entre os
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vértices i e j  é dado por dim(ei (rad>l/rad2^4)eJ). Esse quiver é tal que A = kQA/I  
(vide Teorema de Gabriel na Seção 1.2).
Lema A.2. Seja A uma álgebra hereditária. Se M  é um A-módulo então dp M  < 1.
Demonstração. De fato, suponhamos que A seja uma álgebra hereditária então todo 
submódulo de um ^4-módulo (finitamente gerado) projetivo é também projetivo. Para 
cada A-módulo M, existe um ,4-módulo projetivo P  e um epimorfismo /  : P  — y M. 
Além disso, sabemos que Ker /  é um submódulo de P, como P  é projetivo, logo também 
é projetivo. Portanto a sequência exata
0  y Ker /  -------► P — T—y M  -------► 0
é uma resolução projetiva de M, donde dp M  ^  1. □
Além do mais, na construção do quiver de Auslander-Reiten de uma álgebra 
hereditária A temos alguns fatos importantes, como por exemplo:
(1) Para cada yl-módulo M  existem isomorfismos (funtoriais) t M  = DExt^(M,^4) e
r _1M  =  Ext^(DM, A). Como vimos na proposição anterior, se A é uma fc-álgebra 
hereditária e M é u m  A-módulo então dp M  < 1, logo existe uma sequência exata
0 -------> Pi -------> P0  > M  > 0
onde P0 e P\ são ^4-módulos projetivos. Aplicando o funtor ( - ) *  =  HomA(-,^4) 
temos que a sequência
0 -* Hom^(M, A) -> Horru(P0, A) -> HomA(Pi,A ) -> Ext\(M,A) -y 0
é uma sequência exata pela Observação 1.19. Aplicando o funtor D nesta última 
sequência obtemos a sequência exata
0 -y DExt^(M , A) -y DHomyl(P1, A) -y DHom^(P0,A ) -y DHoma(M,A) -y 0,
ou seja, a seguinte sequência é exata
0  y D E xt\(M , A)  y vPi  y uP0,
onde concluímos que tM  =  DExt\{M, A). O outro isomorfismo pode ser mostrado 
de forma análoga;
(2) os predecessores de vértices em T(mod A) correspondentes a módulos projetivos
indecomponíveis correspondem a módulos projetivos indecomponíveis;
(3) os sucessores de vértices em r(modA) correspondentes a módulos injetivos inde­
componíveis correspondem a módulos injetivos indecomponíveis.
Mais detalhes sobre sucessores e predecessores podem ser vistos em (ASS06).
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A.1.2 Inclinantes e r-inclinantes em Álgebras Hereditárias
Nesta seção estamos interessados em caracterizar as álgebras hereditárias 
através das suas classes de módulos inclinantes e r-inclinantes. Mais precisamente, 
mostraremos que uma álgebra é hereditária se, e somente se, todo módulo r-inclinante 
é inclinante, i.e., T-t\\tA =  t i ltA
Vamos lembrar que M é um módulo inclinante se M  é um módulo rígido (ou 
seja, E x t =  0), sua dimensão projetiva é menor que ou igual a l e  existem 
módulos M0, M i e addM tais que existe uma sequência exata
0 ------> A ------> M0  > Mi  > 0.
Vimos que, quando era esse o caso, a existência da sequência exata era equiva­
lente a condição \M\ = \A\. Desta forma, havíamos concluído que a classe dos mó­
dulos inclinantes formava uma subclasse da classe dos módulos r-inclinantes (i.e., 
Homa(M ,tM) =  0 e \M\ = |A|). Porém temos o seguinte resultado:
Proposição A.3. Sejam A uma álgebra hereditária e M um Amódulo. Então M é 
inclinante se, e somente se, M é r-inclinante.
Demonstração. Vimos no Teorema 3.9 que todo módulo inclinante é r-inclinante. Por 
outro lado, suponhamos que M seja um módulo r-inclinante. Pelo Lema A.2 temos 
que dp M  < 1. Como M  é r-rígido (pois é r-inclinante), pelo Corolário 3.8, M  também 
é rígido. Como M é rígido e dpM  < 1, pela Definição 2.10, M  é inclinante parcial. 
Além disso, como M é inclinante parcial e \M\ = \A\, por M  ser r-inclinante, segue do 
Teorema 2.17 que M é um módulo inclinante. □
Desta forma, nas álgebras hereditárias temos uma caracterização específica 
para os módulos r-inclinantes, i.e., todos são inclinantes. Além disso, pode-se mostrar 
que essa é uma característica apenas das álgebras hereditárias, de forma que:
Proposição A.4. Seja A uma álgebra cujo quiver ordinário QA não possui laço. Se 
todo módulo r-inclinante também é inclinante então A é uma álgebra hereditária.
Demonstração. Seja A' uma álgebra cuja dimensão global seja menor ou igual a 1 (a 
dimensão global é a menor cota superior para a dimensão projetiva dos A-módulos, e 
esta coincide com a menor cota superior para a dimensão projetiva dos A-módulos
simples) então a sequência exata 0 ------ > M' ------ > P'  > P'/M' ------ > 0 onde
M' é um submódulo do módulo projetivo P' permite mostrar que M' também é projetivo, 
uma vez que dp (P'/M ' ) ^  1. Desta forma, todo submódulo de módulo projetivo também 
é projetivo, ou seja, A é uma álgebra hereditária.
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De acordo com esta observação se a dimensão global da álgebra A é menor 
ou igual a 1 temos que A é hereditária. Desta forma, vamos supor por absurdo que A é 
uma álgebra não hereditária, onde todo módulo r-inclinante também é inclinante. Como 
A não é hereditária tem-se que a dimensão global de A é maior que 1. Isto significa 
que existe um módulo simples Si ( *€ {1 , 2 , . . . ,  n}) para o qual dp (Si) > 1. Como não 
existem laços no quiver temos que E x t =  0, e logo Ext^(Si} FacSi) =  0 pois 
como Si é simples temos que add^ =  addFac^. Logo pela Proposição 3.11, Si é um 
módulo r-rígido pois HomA(Si,rSi) =  0. Desta forma, pelo complemento de Bongartz 
do Teorema 3.29, temos que existe um módulo E  de forma que Si® E  ê  r-inclinante. 
Por outro lado, temos que dp (Si ® E) = max{dp Si, dp E }  ^  dp Si > 1 pela Observação 
2.7. Então o módulo S i® E é  T-inclinante e não é inclinante, o que é absurdo. Portanto 
a álgebra A é hereditária. □
Utilizando as duas proposições demonstradas acima, concluímos que:
Teorema A.5. Seja A uma álgebra de dimensão finita cujo quiver ordinário QA não 
possui laço. Então A é hereditária se, e somente se, todo ^4-módulo r-inclinante é 
inclinante.
Desta forma podemos utilizar este último teorema para caracterizar álgebras 
hereditárias e os módulos r-inclinantes sobre estas álgebras:
Corolário A.6. Seja A uma álgebra de dimensão finita cujo quiver ordinário QA não 
possui laço. Se todo A-módulo sincero é também um módulo fiel então A é hereditária.
Demonstração. De fato, vimos na Proposição 3.21 que módulos r-inclinantes são 
sinceros. Logo, por hipótese todos os r-inclinantes sinceros são fiéis. Pelo Corolário 
3.25, se um módulo é r-inclinante e fiel então este módulo é inclinante. Logo todos os 
r-inclinantes são inclinantes e vimos que isso significa que A é  hereditária. □
Corolário A.7. Se todo módulo sem extensões é fiel então A é hereditária.
Demonstração. Considere M  um módulo r-inclinante, então HomA(M, tM ) =  0 e pelas 
Fórmulas de Auslander-Reiten temos que Ext\(M, M) = 0. Por hipótese este módulo é 
fiel e logo M é  um módulo r-inclinante fiel, donde M  é inclinante. Portanto, todos os 
r-inclinantes são inclinantes e logo A é hereditária. □
A.2 ÁLGEBRAS DE NAKAYAMA
Nesta seção vamos exibir o algoritmo de (Ada16) para o cálculo dos módulos 
r-inclinantes sobre álgebras de Nakayama. Mais especificamente, mostraremos como
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calcular todos os módulos r-inclinantes sobre uma álgebra de Nakayama a partir dos 
r-inclinantes sobre as álgebras quociente A/(e), quando e e A é um idempotente.
A.2.1 Conceitos básicos
Dizemos que uma álgebra A é serial à direita se cada módulo à direita 
projetivo indecomponível é unisserial. Lembre que um módulo unisserial é um módulo 
que possui uma única série de composição. Analogamente, uma álgebra é dita serial 
à esquerda se cada módulo à esquerda projetivo indecomponível é unisserial.
Proposição A.8. Para cada ^4-módulo M  são equivalentes as seguintes afirmações:
(1) o módulo M  é unisserial;
(2) a sequência M  d radM  d rad2M  z> • • • D rad*M d 0 é uma série de composição,
chamada de série radical ou série descendente de Loewy. Neste caso o 
menor valor de t tal que rad*M =  0 é chamado de comprimento da série 
radical e é denotado por t = ri{M)\
(3) a sequência 0 c  soc M  c  soc 2M  c  • • • c  soc c  0 é uma série de composição,
chamada de série de socles ou série ascendente de Loewy, onde definimos 
recursivamente soc i+1M  = p_1(soc (M/soc*M)), sendo p : M  — > M /soc*M a 
projeção canônica. Neste caso o menor valor de t tal que soc *M = M  ê chamado 
de comprimento da série de socles, e o denotamos por t =  s£(M).
Pode-se mostrar que para qualquer A-módulo M, os comprimentos das séries 
radical e de socles coincidem. Neste caso, o valor comum íí{M )  =  r£(M ) = s£(M) é 
chamado de comprimento de Loewy do módulo M.
Pode-se mostrar que uma álgebra é serial à direita se, e somente se, para 
qualquer módulo projetivo indecomponível P tem-se que radP/rad2P é um módulo 
simples ou o módulo nulo. Desta forma, concluímos que
Proposição A.9 ((ASS06), V.2.6.). Uma A;-álgebra básica A é serial à direita se, e 
somente se, cada vértice do quiver ordinário QA é origem de no máximo uma flecha.
Dizemos que uma álgebra A é de Nakayama se A é  serial à direita e à 
esquerda. No restante do capítulo, A denotará uma álgebra de Nakayama. Podemos 
caracterizar as álgebras de Nakayama através de seu quiver ordinário QA através da 
seguinte proposição:
Proposição A.10 ((ASS06), V.3.2.). Seja A uma álgebra de dimensão finita. Então A 
é uma álgebra de Nakayama se, e somente se, o quiver ordinário de A é de uma das
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seguintes formas:
• <  • • • <  •
An : • i  •  i  • • • i  •  i  •  OU An : c
•   y ■ ■ • ------ > •
Esta caracterização se refere apenas ao quiver ordinário deste tipo de álgebra. 
Porém, o Teorema de Gabriel afirma que para cada álgebra A existem um quiver 
(ordinário) QA e um ideal I  de kQ tais que A = kQA/I. Vejamos então o que acontece 
com as álgebras quociente quando A é uma álgebra de Nakayama.
Lema A.11 ((ASS06), V.3.3.). Sejam A uma álgebra e J  um ideal próprio de A.
(a) Se A é serial à direita, então A /J  é serial à direita;
(b) Se A é uma álgebra de Nakayama, então A /J  também é de Nakayama.
Desta forma qualquer álgebra quociente obtida de uma álgebra de Nakayama 
é também uma álgebra de Nakayama.
Ainda mais, se A é uma álgebra de Nakayama e P  é um A-módulo projetivo 
indecomponível tal que ££{P) = ££(A), então P também é um módulo injetivo.
A seguinte observação caracteriza os A-módulos sobre álgebras de Nakayama.
Observação A.12 ((ASS06), V.3.5.). Seja A uma álgebra de Nakayama básica cujo 
quiver ordinário é conexo. Considere M  um ^-módulo qualquer. Pode-se mostrar que 
existe um A-módulo projetivo P e um inteiro t, com 1 < t < ££{P), tais que M = P/ratfP. 
Desta forma as álgebras de Nakayama sempre são de tipo de representação finito, i.e., 
possuem uma quantidade finita de classes de isomorfismo de módulos indecomponíveis, 
o que equivale a dizer que r(mod A) é um quiver finito.
Também como consequência dessas observações temos que uma álgebra 
básica e conexa A é de Nakayama se, e somente se, todo módulo indecomponível é 
unisserial.
A.2.2 Morfismos em álgebras de Nakayama
Seja A uma álgebra de Nakayama. Vimos na seção anterior que cada ^4-módulo 
pode ser escrito na forma M = P/rad*P com P  um módulo projetivo e l < f <  ££(P). 
Além disso, vimos que as álgebras de Nakayama são de tipo de representação finito.
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Podemos então tentar construir o quiver de Auslander-Reiten destas álgebras. Para 





com q,p epimorfismos canônicos e i , j  inclusões.
Desta forma, para todo A-módulo M  que não seja projetivo temos que l( rM )  = 
£(M) e isto significa que os módulos simples estão na mesma órbita.
Já vimos que sempre que J  é um ideal bilateral de A, a projeção canônica induz 
um funtor (inclusão) de mod (A/J) em modA. Além disso, vimos que sempre que M  é um 
(A/J)-módulo r-rígido sobre A então M  será um módulo r-rígido sobre A /J. Também vi­
mos que se J  é o ideal bilateral gerado por um idempotente e e A então vale a recíproca 
da afirmação anterior, ou seja, todo (A/ J)-módulo r-rígido é também um ,4-módulo 
r-rígido.
Além disso, pode-se mostrar que se M ,P ,I  são módulos indecomponíveis, 
com P  projetivo e I  injetivo, então temos em (ASS06) que:
(1) Horru(P, M) ±  0 se, e somente se, top P é um fator de composição de M;
(2) Horru(M , I) ±  o se, e somente se, soc I  é um fator de composição de M\
(3) se M  ¥  P, a inclusão natural radP — > P  induz um isomorfismo
H onu(M ,radP ) “  H orru (M ,P );
(4) se M  ¥  I, a projeção canônica I  — > 1 /soc I  induz um isomorfismo
Horru(//soc I, M) =  Hom^( /, M )
Vamos lembrar que um ^4-módulo M  é dito de suporte r-inclinante se existe 
um idempotente e e A tal que M  é um (^4/(e))-módulo r-inclinante. Desta forma, 
vimos no Capítulo 3 que um módulo r-rígido é de suporte r-inclinante se, e somente se, 
\M\ = s(M), ou seja, a quantidade de somandos diretos indecomponíveis não isomorfos 
dois a dois de M  coincide com a quantidade de módulos simples não isomorfos que 
são fatores de composição de M.
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A.2.3 Módulos T-inclinantes sobre álgebras de Nakayama
Para um inteiro n >  0 e para um inteiro qualquer i, existem inteiros j  e 1 <  k ^  n 
tais que i  =  nj +  k. Então definimos (i)n =  k. Para inteiros i i  < i 2 colocamos
[̂ 1) ̂ 2]rt — (*1 “1“ l)n; • • • j 2 l)ri) ( 2̂)71} •
Como A é uma álgebra de Nakayama, cada A-módulo indecomponível M é 
unicamente determinado, a menos de isomorfismo, pelo seu topo simples Sj e seu 
comprimento de Loewy. Nesse caso M tem uma única série de composição cujos 
fatores são:
l ) „ j  ■ ■ ■ J S ( j ~ £ +  l ) n -
Lema A.13. Sejam M =  Pj/rad^Pj e N  =  Pi/rad^Pj, com i , j ,k ,£  e { 1 , 2 doi s 
A-módulos. Se Hom(P,, N) ±  0 e £ ^  A: então temos que HomA(M, N) ±  0.
Demonstração. Considere um morfismo não nulo /  : P, — > N. Como £ ^ k ,  temos que 
rad£N  =  0. Além disso, como /(radP,) c  radiV =  0, segue que /(rad^P,) c  radf/V =  0. 
Então /  induz um morfismo não nulo M = Pj/radePj — > N. □
Dado um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos {ei, e2, . . . ,  en} 
de A podemos gerar um conjunto de idempotentes de A dado por
^ÍE
l  j£J
Desta forma existe uma bijeção 0 : ZA — > £a dada por 0 í onde
\ j € J  )  j £ J
definimos e0 =  en.
Vamos denotar por modnpA a subcategoria plena de modA cujos objetos são 
todos os A-módulos que não possuem somando projetivo. Além disso, vamos denotar 
por psr-tiltnpA  =  psr-tilt A n  mod npA  a subcategoria plena formada por todos os módulos 
de suporte r-inclinante próprios que não possuem somando projetivo. Para cada A- 
módulo M e mod A existem únicos M np e modnpA e Mpr e  proj A tais que M =  M np® M pr. 
Desta forma vamos entender o que ocorre com os somandos projetivos e não projetivos 
dos módulos r-inclinantes.
Dado um módulo de suporte r-inclinante M, vimos que existe um único idem- 
potente e g A  tal que M é  um módulo r-inclinante sobre A/{e) (ver Corolário 3.22). 
Denotaremos esse idempotente associado ao módulo de suporte r-inclinante M  por
cm-
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Proposição A.14 ((Ada16), 2.7.). Se N é um módulo de suporte r-inclinante próprio 
sem somando projetivo não nulo, então temos que N@cj){eN)A é um módulo r-inclinante.
Demonstração. Como N é anulado por eN, temos que N não tem top (eNÂ) como um 
fator de composição. Pela sequência (A.1), tN  não tem top (c/)(eN)A) como fator de 
composição, logo HomA(4>(eN)A, tN) =  0. Então N © <j)(eN)A é um Amódulo r-rígido. 
Além disso, como N e  modnpA  temos que
|N © 0(ejv)^4| = \N\ + \4>{ê )A\ = \N\ + |e/vA| = |̂ 4|,
donde concluímos que N  © <p(eN)A é um Amódulo r-inclinante. □
Logo, a cada módulo de suporte r-inclinante próprio temos um complemento 
como módulo r-inclinante explicitamente dado. Por outro lado, sempre que M possui 
um somando projetivo ele tem que ser da forma acima, de acordo com o seguinte lema.
Lema A.15. Seja M = Mnp © Mpr um Amódulo r-inclinante básico, onde M pr é não 
nulo. Então:
(1) Mnp é um módulo de suporte r-inclinante próprio;
(2) Mpr = </> (eMJ  A.
Demonstração. Suponhamos que e = ei l+ e Í2-\ \-eik e i é u m  idempotente não
nulo tal que addMpr =  addeA Como M é r-rígido e A é de Nakayama, tM  = rMnp não 
possui top eA como fator de composição, donde Mnp não possui top (<p~1(e)A) como 
fator de composição (pela sequência (A.1)). Portanto Mnp é um (^4/(^_1(e)))-módulo 
r-rígido. Como \M\ = \A\ e |Mpr| =  \eA\ tem-se que
|Mnp| =  \M\ -  \eA\ = \A\ — k = \A/(<F\e))\.
Potanto Mnp é um A /(0 _1(e))-módulo r-inclinante, donde tem-se que M np é um módulo 
de suporte r-inclinante próprio (pois e ^  0). Pela maximalidade de eMnp temos que 
0 _ 1 ( e )  =  e M n p  e logo e =  (t>(eMJ -  Portanto M p r  =  eA =  (j){eMnp)A .  □
A próxima proposição mostra que todos os módulos inclinantes possuem um 
somando projetivo.
Proposição A.16 ((Ada16), 2.8.). Seja M um módulo r-inclinante. Então M tem como 
somando direto um Amódulo projetivo não-nulo.
Demonstração. Suponhamos por absurdo que M não possua somando direto projetivo 
não nulo. Vamos escolher um somando direto indecomponível L de M com compri­
mento de Loewy maximal de forma que M = L © N, para algum Amódulo N. Como M
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é um módulo r-rígido e L, N  são somandos de M  segue que HomA(L, rN )  = 0. O com­
primento de Loewy de L é maior que o comprimento de Loewy de qualquer somando de 
N  (pela escolha de N). Se PL é a cobertura projetiva de L temos que HomA(PL, tN ) =  0 
pelo Lema A.13. Logo PL® N  é um ^4-módulo r-inclinante. Além disso, pelo lema anterior 
N  é de suporte r-inclinante sobre A. Desta forma N  dá origem a três módulos básicos 
de suporte r-inclinante: N, L ® N  e PL®N. Estes módulos pertencem a pares de suporte 
r-inclinante distintos (N, Pi), (L © N, P2) e (PL © N, P3), para três módulos projetivos 
Pt, P2 e P3. Isto é absurdo pois, pelo Teorema 4.15, cada par de suporte r-inclinante 
quase completo possui exatamente dois complementos. □
Estes últimos resultados permitem construir uma bijeção entre os módulos 
r-inclinantes e os módulos de suporte r-inclinante próprio que não possuem somando 
projetivo.
Teorema A.17. Seja A uma álgebra de Nakayama. Então existem bijeções mutuamente 
inversas
r - t i l tA  <— > ps r-tiltnp̂ 4 
M  ► M np
N®(j){eN)A <—  N.
Demonstração. De fato, a Proposição A.16 afirma que cada módulo r-inclinante M  
possui um somando projetivo como somando direto. No Lema A.15, vimos que este so­
mando projetivo tem de ser da forma 4>(eMnp)A. Desta forma a aplicação $  : r-tiltA  — > 
psr-tiltnpA  dada por <E>(M) =  M np é bijetora pois é
injetora: suponha que M, M' são r-inclinantes tais que <E>(M) =  $ (M ') =  M np, então 
por A.15 tem-se que M  = Mnp © <p(eMnp)A = M'. Logo é injetora.
sobrejetora: uma vez que para cada módulo M np podemos construir o A-módulo 
inclinante M np © </>(eMnp)A .
Logo $ é uma bijeção. Além disso a aplicação : psr-tiltnp̂ 4 — > r-tWtA dada por 
^ (N ) =  N  © <j)(eN)A é inversa de $ , por construção. □
Este útlimo teorema também permite encontrar todos os módulos de suporte 
r-inclinante sobre uma determinada álgebra da seguinte forma:
Corolário A.18 ((Ada), 2.9.). Seja A uma álgebra de Nakayama. Temos que
s r-tiltA  =  {M  © (j){e)A | M  e r - t i l tnp(A /(e ) ) } j
£Ŝ a\{0}
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Demonstração. De fato, temos que
S T -  t i lt  A =
ee£A
=  U  ( r - t i l t ( ^ / ( e ) ) U  
0 }
Porém o teorema anterior mostra que
r-tilt^4  =  H  {M  © 4>(e)A | M  G r - t i l tnp (A /(e ))} ,
pois a cada módulo r-inclinante associamos um módulo projetivo <j>(e)A, e o idempotente 
e g A é  unicamente determinado, donde segue que
sT-tiltyl =  H  T-tilt(^4(e))
e€£A
= ] J  (r-tilt(^4/<e)) I I  T-tÍltv4
6€̂ a\{0}
I I  ( r - t ilt(A /(e ))  j I I  I I I  {M  © 4>(e)A \ M  G r - t i l tnp(A /(e ))}
ve e £ ^ \ { 0 }  J \ e e f A \ { 0 }
=  II ( r - t i l t ( A / ( e ) ) I I  {M  © (j)(e)A | M  G r - t i l tnp(A /(e ) ) } j
e e £ A \ { 0 }
□
A.2.4 Exemplo
Considere a álgebra cujo quiver ordinário sem relações é dado por
Ql =  1 <  2 <-------  3 .
A tabela a seguir contém todos os módulos r-inclinantes sobre a álgebra kQL.
Idempotente (e) Ql/ (e) r-tilt (L /(e)) r- tiltL
e i+ e 2 + e 3 0 0 M i  = P i © p2 © p3
e i+ e 2 3 3 M 2 =  3 ©  Pi ©  P 3
e i+ e 3 2 2 m 3 =  2 ©  p 2 e  p 3
e2+ e 3 1 1 —
e i 2 <------  3 O îPl 3 o /T\ 3 * tt? 2 ? ó ^  2
M a =  2 ©  \ ©  P 3 
M s =  3 ©  ^  ©  P 3
e2 1 3 1 © 3 —
e3 1 <-----------  2 1 © i ,  2 © \ —
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Construímos ela considerando que os idempotentes que aparecem na primeira 
coluna são todos os idempotentes não nulos de SA. Na segunda coluna construímos o 
quiver ordinário da álgebra quociente. Na terceira coluna mostramos todos os módulos 
r-inclinantes sobre a álgebra L/(e)  e por fim na última coluna adicionamos os módulos 
projetivos que faltam para os módulos da terceira coluna serem r-inclinantes sobre 
A, i.e., para cada (^4/(e))-módulo r-inclinante N  obtido na terceira coluna, obtemos o 
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